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Per tutto che concerne la Redazione dei Rendiconti scrivere al Dr. 
G. B. Gucci a, via Ruggiero Settimo, 28, Palermo. 



Per domande d'ammissione al Circolo e per tuu'altro oggetto scrivere 
al Skgretario del Circolo Matematico ,via Ruggiero Settimo , 28, Pa- 
lermo. 



Ogni pagamento dei soci non residenti dovra farsi per vaglia postale, 
o lettera raccomandata , at seguente indirizzo : Tesoriere del Circolo 
Matematico, via Ruggiero Settimo, 28, Palermo. 



Le pubblicazioni periodiche e non periodiche destinate alia Biblioteca 
del Circoloj dovranno portare il seguente indirizzo : Circolo Matematico, 
via Ru^iero Settimo, 28, Palermo. 
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CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO. 



ELENCO DEI SOCr'> 



residenti e non resident! 



(AL 51 LUGLIO 1887) 



ALAGNA, R., ingegncre, prof, di Matematica, Palermo, via Giusino, 8. 

ALBEGGIANI, G. , socio attivo della R. Accademia di scienze, lettere 
e belle arti di Palemio, prof. ord. di Calcolo differenziale ed in- 
tegrate nella R. University di Palermo, salita Banditore, 4. 

ALBEGGIANI, M.L.^ libero docente di Geometria analitica e prof. inc. di 
Analisi superiore nella R. University di Palermo, salita Banditore, 4. 

ALBEGGIANI, C., Palermo, salita Banditore, 4. 

AMATO-POJERO, G., dotlore in Fisica, Palermo, piazza Marina, 6. 

AMODEO, R, dottore in Matematica, libero docente di Geometria pro- 
jettiva nella R. Universiti di Napoli, vico Noce a Fonseca, 9. 

ARIOTI, A. ^ ingcgnere , prof, nel R. Istituto nautico di Palermo, via 
della Liberti, 23. 

BASILE, E., Palermo, via Carini, 73. 

BATTAGLINI, G. , della Societi dci XL, menibro della R. Accademia 
dei Lincci e della R. Accademia delle Scienze di Napoli, membro 
corrispondeute della R. Accademia delle Scienze di Bologna, etc., 
prof. ord. di Calcolo differenziale ed integrate nella R. Universitii 
di Napoli, riviera di Chiaja, 61. 

BONTADE, G., ingegnere, Palermo, via Borgo, 122. 

CACCIATORE, G. , membro della Reale Societi Astronomica di Lon- 
dra, socio attivo della R. Accademia di scienze, lettere e belle arti 
di Palermo, dircttore del R. Osservatorio Astrqpomico di Palermo. 



(*) I signori Soci sono vivamente pregati di fir giuhgere alia ScgretcrJa del 
Grcolo !c rettificaziont le aggiupt^ che potr4nqQ occoftere in (juesto Eleoco. 



IV 

CALDARERA^ F., socio attivo della R. Accademia di sdenzc letters 
e belle arti dt Palermo , prof. ord. di Meccanica ntztonale nctb 
R. University di Palermo, via Stabile, 95. 

CANTONE, A., dottore in Matematica, Palermo via Oreto, 51. 

CANTONE, M., prof, nel R. Liceo Umberto I di Palermo, via Oreto, 5 1. 

CAPELLI, A. , dottore in Matemadca , membro della R. Accademia 
delle Scienze di Napoli, prof. ord. di Algebra complementare nella 
R. Universitii di Napoli. 

CAPITO , M. , prof. ord. d' Idraulica teorico-pratica nella R. ScuoLi 
d' applicazione per gl'ingegneri in Palermo, via della Uberti, 
casa Rutelli. 

CATALAN, E., prof, emerito della R. Universitii di Liegi, associate 
della R. Accademia del Belgio , dell' Accademia delle Scienze 4i 
Tolosa e della Society delle Scienze di Lilla , membro corrispon- 
dente delle Accademie di Pietroburgo, di Torino e dei Nuovi 
Lincei, membro della Society Reale delle Scienze di Liegi, dclb 
Society Filomatica di Parigi, e della Society Matematica di Francia,ctc. 
Li^ge, rue des Ebufons, 21. 

CAVALLARO, F. , dottore in Matematica, Cefalu. 

CERRUTI, v., socio corrispondente della R. Accademia dei Lincei, 
membro dell' Accademia Leopoldino-Corolina de' curiosi della na- 
tura, prof. ord. di Meccanica razionalc nella R. University di Roina 
S. Pieiro in Vincoli. 

CESARO , E. , dottore in Matematica , membro corrispondente della 
Societi Reale delle Scienze di Liegi, prof. ord. di Algebra com- 
plementare nella R. Universitii di Palermo, corso Calatafimi, 243. 

CONTI, L , dottore in Matematica, Palermo , piazzetta S. Carlo, 10. 

DAINELLI , U. , dottore in Matematica , prof, nel R. Istituto tecnico 
di Como. 

DAMIANI-ALMEYDA, G. , prof. ord. di Disegno d'ornato ed archi- 
tettura elementare nella R. Universitfl di Palermo , piazza Castel- 

lo, 18. 
D'ARONE, G., Palermo, via Porta di Castro, 245. 
DEL PEZZO, P. , dottore in Matematica, libero docente di Geometria 

projettiva e prof. inc. di Geometria superiore nella R. URiv^iti^ 

di Napoli, via Gennaro Serra, 75. 
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DEL RE, A., dottore in Matematka, prof. inc. di Esercizi di Meecanica 
razionale nella R. University di Napoli, via Salata all'Olivella, 30. 

DI SIMiONE, G., Palermo, via Principe Scordia, xi. 

FILETI, E, preside del R, Istituto nautico di Palermo. 

GEBBIA , M. , libero docente di Meccanici razionale e prof. inc. di 
Meccanica superiore nella R. Univi^rsid di Palermo, piazza Bolo- 

GERBALDI , F. , dottore in Matematica , assistirnte per I'algebra , la 
Geometria analitica e il Calcolo infinitesimale nella R. Universitii 
di Roma, S. Pietro in Vincoli. 

GIARDINA, A., socio corrispondente della R. Accademia di scienze 
lettere e belle arti di Palermo , ufBziale addetto alia Facolti di 
scienze (isiche matematiche e naturali della R. Universitii di Pa* 
lermo, via Emcrico Amari^ casa Diliberto. 

GIUDICEy F., dottore in Matematica, prof, nd R. Uceo Vittorio Ema- 
nuele di Palermo, via Merlo, 10. 

GUCCIA , G. B. , dottore in Matematica , membro corrbpondente 
della Socieiii Reale delle Scienze di Uegi e della Societil Filoma- 
tica di Parigi , membro della Society Matematica di Francia , Pa- 
lermo, via Ruggiero Settimo, 28. 

GUIDOlTl, G., preside del R. Istituto tecnico di Palermo. 

HIRST, T. A., F. R. S. (membro della Spcieti Reale di Londra), 
membro corrispondente della Sociedi Filomatica di Parigi, mem* 
bro della Societi^ Matematica di Londra e della Society Matema* 
tica di Francia, etc, London, Athenaeum Club. , Pall Mali S. W. 

JUNG , G. , socio corrispondente del R. Istituto Lombardo, membro 
della Societii Matematica di Francia, prof, stiaord. di Statica gnir 
fica ncl R. Istituto tecnico superiore di Milano, via Principe Um- 
berto, 7. 

LA FARINA, E., iogegnere, Palermo, via Matteo Bonello, 37. 

LA MANNA, A., ingegnere, assistente nella R. Scuola d' applicazione 
per gringegneri in Palermo, via Casa Profcssa, aa. 

LA MANNA, D., ingegnere, assistente nella R. Scuola d'applicazione 
per gringegneri in Palermo, via Polacchi, 76. 

LA MENSA, G., ingegnere, prof, nel R. Istituto tecnico di Palenpo, via 
Mont^leoQei 70, 



VI 

MACALUSO, D.^ prof. ord. di Fisica sperimentale nella R. Universid dt 

Palermo. 
MAGGIACOMO, F. , socio etnerito della R. Accademia di scienze , 

lettere e belle arti di Palermo , prof. ord. di Geometria analitica 

nella R. University di Palermo, corso Garibaldi, 44. 
MAISANO, G., dottore in Matematica, prof, straord. di Algebra conti- 

plementare e Geometria analitica nella R. University di Messina. 
MARTINETTI, V. , dottore in Matematica, prof, straord. di Geometria 

descrittiva e projettiva con disegno nella R. University di Messina. 
MASONI, U. , dottore in Matematica, prof. inc. d'Idraulica teoretica 

nella R. Scuola d'applicazione per gl'ingegneri in Napoli, via Sal* 

vator Rosa, 65. 
MASTRICCHI, F. , Palermo, via Bandiera, 13. 
PATERNO, F. p. , libero docente di Geometria descrittiva e prof inc. di 

Geometria projettiva con disegno nella R. University di Palermo, 

via Velasquez, i. 
PEPOLI, A. , ingegnere, prof nella R. Scuola tccnica Gaggini in Palermo, 

via Candelai, 19. 
PERTJCA, E., ingegnere, Palermo, corso Vittorio Emanuele, 53. 
PINTACUDA, C. , prof straord. di Meccanica applicata alle macchine 

nella R. Scuola d'applicazione per gringegneri in Palermo, via Gng- 

gini, 75- 
POLITI, G. , insegnere, Palermo, via delle Pergole, 14. 

PORCELLI, S., ingegnere, Palermo, porta Guccia, palazzo Guccia. 

RETALI, V. , dottore in Matematica, prof, nel R. Istituto tecnico di 

Como. 
RINDI, S., dottore in Matematica, prof, nel R. Liceo di Pesaro. 
ROTIGLIANO, S. , ingegnere, assistente nella R. Scuola d'applicazione 

per gl'ingegneri in Palermo, via Torrerauzza, 85. 
SALEMI-PACE, G.^ prof, straord. di Meccanica applicata alle costruzioni 

nella R. Scuola d' applicazione per gl' ingegneri in Palermo , via 

Lincoln, 92. 
SEGRE, C. , dottore in Matematica, libero docente di Geometria supc- 

riore e prof suppl. di Geometria projettiva nella R. Univcrsitil di 

Torino, via Bonafus, 3. • 
SPINA, R., prof, di Matematica, Palermo^ piazza Zisa, 8, " 



vn 

TASCHETn, G., prof, nel R. Ginnasio Umberto I di Palermo. 
TIRELLI, F. , dottore in Mateinatica, prof, nel R. Llceo Umberto I di 
Palermo. 

VANEC£K,I.-S., membro corrispondente delle Socied Real! delle Scienze 
di Praga e di Liegi , della Society Filomatica di Parigi , membro 
della Societi^ Matematica di Francia , prof, al Liceo di Ji^in (Boe- 
mia), 

VANECEK, M.-N. , membro della Society Matematica di Francia, ripeti- 
tore nella Scuola politecnica czeca di Praga (Boemia). 

ZONA, T. , socio corrispondente della R. Accademia di scienze, lettere 
e belle arti di Palermo, 2° astronomo nel R. Osservatorio astro- 
nomico e prof. inc. di Geografia fisica nella R. University di 
Palermo. 

SOCI DIMISSIOKARI 

ALBANESE, V., ingegnere, Palermo. 

ARMO, E., Torino. 

GAMBERA, P. , preside del R. Liceo ginnasiale di Campobasso. 

PITTALUGA, G., prof, nel R. Liceo Chiabrera di Savona. 

RIGHI , A. , prof. ord. di Fisica generale nella R. Universiti di Pa- 

dova. 
SaCHILONE . S. , prof, nel R. Liceo V. E. di Palermo. (Art 6° dello 

Suuuto). 



Estratti dallo Statute e dalle deliberazionir del Ciroolo. 

Per Tammissume al Circolo Matematico di Palermo i necessario: 

j^ Essere propisto da due soci fresidenti o non residentij che nefacciano domanda 

per iscriiio al PresidenUt specificando in essa i tstoli del eandidaio. 

1° Otienere nella sedula seguente i suffragi della maggioran^a dei soci presenti, 
I soci RESXDENTi in Palermo verseranno al Tesoriere: f* lire dieoi per diritto 

d'eniratUf dlfatto delVammissione; 2°una contribuiione annua di lire qaindicly a qua- 

drimestri anHcipsUiy a f^ gmnajo^ a i? maggio eda fi settemhre di ogni anno : II nuovo 

ammesso eomtncerU a pagare dal quadrimettre in corso\ 

I soci NON RESiDENTi in Palermo sono fsenkUi dal diritto (P entrata* Invieranno 
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al TisorUrg Vanfiua eoMiribu^om di lire qpinUcif antieipatamenie , a i^ genmijc di 
ogni amto : 11 nuovo amtmsso eomincerh a pagarg dairaitnata itt corso. 

11 Humero dii sod (rendenH $ non residentt) h tlUmitaio, 

Ogni socio {resitUnie o non usidenU) ha dirillo ad un tsemplare del RmdiconH, 

L$ tiduU del Circolo si iengono ogni quindici gfomi, a parUre da nevtmht e 
sino al mgse di giugno inclusivaminie, H Prestdinttj ove lo npuii neeessario, pad sem^ 
pre convocare i sod in seduta straordinaria, 

Le sale e la hiblioteca del Circolo sono aperte ai soci tuW i giofni (compresi ife- 
stivi) dalle ii a. m, aJle / p. m, 

1 Rendiconli del Circolo si pubblieano per fasdcoli liberi {sen^a tfincolo di tempo). 
Quaiiro fascicoli farmano un volntne cui va anaesso il frontespi^io^ Veleaco dei sod e 
Vindice. 

Gli Autori assumono, essi soli, la responsabililh scienltfica delle Note e delle Me" 
marie inserite nd Rendieonti del Grcolo. 

Oltre k Note e le Memorie dd soci residenti e non residentif e gli estratti dai tvr- 
bali delle sedate (redatti dai segretari), i Rendieonti del Circolo pubhlicamt^ sotto la ru" 
hrica Bihlioteca Matematica: 

i^ n sommario degli articoli di Matematica contenuti nelle puhblicaiioni periodi- 
CHE (atti di Accademie , riviste , giornali , etc.) con le quali il Circolo scamhia i sum 
Rendieonti, 

aP L'elenco, per ordine alfabetico di Autore, di tutte le pubblicaiiom di Matematica 
NON PERiODiCHE (operc^ memorie, note^ etc.) che sono mandate in dono al Circolo. 



AVVISO 

Ad ogni Comunicazione dei soci h destinato lo spazio di 8 pagine dei 
Rendieonti. Per le Mote o Memorie che sorpassano questo Itmite, rimane a 
carico deirAutore la spesa di compositione delle pagine eccedenti, in ragione 
di L. 3, IS per ogni pagina o parte di essa. 

Gli Autori che desiderano eetraiti delle Note o Memorie inserite nei 
Rendicontii sono vivamente pregati di avvertime la Redatione neH'atto di 
rinviaie le prove di stampa. A fine di agevolare i soci nella pnbblicazione 
dei loro lavori , gli estratti saranno ad essi mandati a mano a mano che 
procede la stampa del fascicolo. 

II prezzo d^li estratti k. regolato come segue : 

Per un foglio di 8 pagine, o meno : 

50 esemplari » L. 5; loo «■ L. 7, 75; 150 « L. n; 200 « L. 13, 75; 
s5o»L. 17. 

Per ogni foglio successivo di pagine 8, parte di esso (oltre la spesa 
di composbione, come sopra) 

50 esemplari rs L. 3, 75; 100 « L. 5, 25; 156 » L. 7, 25; soo«»L. 8, 75; 
250 « L. 10, 75. 

Palermo, addl 1° settembre 1887. 



RENDICONTI 
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CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO 



SEDUTA DEL 20 MARZO 1884 

PRESIDENZA G. ALBEGGIAKI 

Elezione del Consiglio Direttivo: 

Dietro votazione a schede segrete vengono eletdi soci: Profl G. Al- 
b e g g i a n i presidente, Prof. F. Caldarera vice-presidente, Prof. A. C a- 
pelli e Prof. M. L. Albeggiani segretari , Dott. G. B. Guccia 
tesoriere. 

Comunicazioni: 

P. CSaldarera. Sulla teoria dd centri armonicL Riferendosi alia 
memoria del Cremona: Introdu:(ione ad una teoria geametrica delle curve 
plane, si propone di semplificare e generalizzare I'analisi del §§ 13 e 14 
ddla stessa. Promette di proseguire nella prossima seduta. 

A. CSapdli presenta una breve dimostrazione di un noto coroUa- 
rio del teorema di Green che permette di ampUame 11 consueto enun- 
dato, come s^ue: 

Sc in uno spa^^io S limitato da una piti superficie o, unafun:(ione 
gode delle seguenti proprieth : 

i^ di essere finita e coniinua dappertiUto in S insieme coUe prime 
derivate, eccethuUi al piu dei punti isolati delle Unee in cuipossono ancbe 
essertn discontinuith sem^a infiniti; 

2° cbe le seconde derivate si conservino finite dappertutto salvochl neU 
V intorno di semplici punti , Unee pe7^[i di superficie in prossimitb dei 
quali possono anche assumere valori numerici superiori ad ogni quantitii 
assegnaUle; 



3° di soddisfare dappertutto alF equa:(ione di Laplace A* «o, u- 
celiuati, come sopra, semplici punti, linee o superficie; 

4** di avert alia superficie a un valor e costante; 
tale fun:(ione sarh necessariamente costante eniro tutto lo spa:^io S. 



SEDUTA DEL 3 APRILE 1884 

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

Comunicazioni : 

F^ Galdarera prosegue suUo stesso argomento della seduta 
precedente. Ne segue una discussione a cui prendono parte i soci M. L. A 1- 
t>cggiAni> Guccia e Capelli. 

Proposta di quesiti: 

G. B. Guccia. Data nel piano una trasformazione Cremoniana 
di ordine n, studiare il luogo di un punto della prima figura che con- 
giunto col suo corrispondente della seconda figura dia una retta tan- 
gente ad una curva data di classe m. 



SEDUTA DEL 17 APRILE 1884 

PRESIDEKZA G. ALBEGGIANI 

Comunicazioni: 

G. Maisano richiamati i principi fondamentali del calcolo sim- 
bolico per le forme binarie, in ispecie sotto il punto di vista della lore 
interpretazione geometrica^ sviluppa alcune sue ricerche sulla sestica bina- 
ria, occupandosi specialmente dello studio delle condizioni a verificarsi 
perchi r equazione di sesto grado ammetta radici di date multiplicity. 

F. GSaldarera ritoma suir argomento dei centri armonici appU- 
cando Tanalisi svolta precedentemente, alia dimostrazione di quanto segu e: 
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Sia P, , P, , . . . , P^ un sistema di n punti dati in Hnea retta e dallo 
stesso si deduca una prima punteggiata A^y A^^ ..,, A^ costituita dai 
centri annonici di grado a < n rispetto ad un polo dato O, , da que- 
sta prima se ne deduca una seconda B^^ B^,...y Bj, prendendo i centri 
annonici di grado b «^a rispetto ad un polo O, , e cosi via di seguito 
fino al conseguimento di un'ultima J?, , K^,,.., K^ prendendo rispetto 
ad un polo 0^ i centri annonici di grado £ < i della punteggiata pre- 
cedente /,, /, , ... , /. : 

I. Se i gradi a, by c, .., , i, k formano una progressione aritmetica 
colla differenza a — n, ripetendo le derivazioni delle punteggiate con 
invertire a piacimento Y impiego dei poli, si arrivera sempre alio stesso 

risultato; per6 in questo caso m non potri oltrepassare il numeno — ; — ' 

n. Se dopo avere ottenuto le punteggiate sopraindicate con gradi 
qualunque decrescenti a, i, c, . . . , i, k e i poli O, , O, , . . . , O^, si rico- 
mincino le derivazioni facendo subire ai poli una permutazione drco- 
lare, ossia prendendoli nell'ordine O^ , O^ , . . . , O^y O, e coi gradi di de- 
rivazione fc + « — a, c + n — a,.-* , k -^ n — Uy k; owerochi si &C- 
cia subire ai poli una seconda permutazione circolare e si prendano per gra- 
di delle derivazioni c + « — b, d-{-n —-b,... , k + n — i, k+a — b,k; 
altresi che con una terza permut<izione circolare nei poli si assumano per 
gradi d + n — c, e + n — r,..., k + n — c, k + a — Cy k + b — c, A, 
e cosi di seguito sino ad un'ultima permutazione O^ , O, , O, , . . . , 0^, 
adoperando i gradi k -{-n — i, k + a— i, k + b — *,..., k + h — i,k, 
si perverri con ciascun sistema di esse derivazioni sempre alio stesso ul- 
timo risultato conseguito col primo sistema , cio^ alia punt^giata 

A. Pepoli. Sul quesiio proposto nella seduta del 3 aprilc 1 884. Ser- 
vendosi di un teorema di Jonqui^res suUe serie di curve piane, di- 
mostra che Tordine del luogo in questione i dato da m (n -|- i). Mo- 
srra inoltre come il detto luogo passi con mr rami per ogni punto 
fondamentale r-plo deHa prima figura e con m rami per ciascuno degli 
If + 2 punti uniti della trasformazione. (*) 



(*) n Prof. Pepoli ha pubblicato la soluzione del quesito in una noU Sopra 
un problema delle trasformaiioni Cremoniane, iDseriU negli %AtH del Collegio degV In- 
gigneri ed ArdnMti di Palermo fasc. I e II, 1884. 
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A. GSapelU tnostra come rordine dd luogo in questione possa 

anche determinarsi servendosi del principio di conispondenza di Chasles. 

F. CSaldarera comunica un concetto , e ne svolge la relativa 

analisi, per conseguire speditamente Tespressione dell'area di im trian- 

golo in coordinate trilineari dei vertici tostoch^ sia stato stabiiito il siste- 

ma di coordinate. 



SEDUTA DEL i° MAGGIO 1884 

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

Comunicazioni: 

G. Maisano condnua la sua cotnunicazione sulla sestica binaria^ 
mostrando come possa farsi la interpretazione geometrica dei risultati 
del calcolo simbolico e ^cendone applicazione alia ricerca del significato 
geometrico delle diverse condizioni che sono soddis&tte quando la se- 
stica binaria ha radici di date multiplicity. 

M. Gebbia. Due teoremi di Meccanica : 

Quando un corpo rigido non soUecitato da forze gira intomo ad un 
suo punto fisso: 

1° Qualunque quadrica omodclica dell' ellissoide 4'inerzia relative 
al punto fisso ed invariabilmente legato al corpo, rotola senza strisdare 
sopni una quadrica di rivoluzione fissa, il cui asse & quello della coppia 
risultante delle quantity di moto. Le quadriche fisse formano anche un 
fiiscio omologico. 

2° Qualunque quadrica omofocale dell'ellissoide di girazione tela- 
tivo al punto fisso (reciproco deirellissoide d' inerzia rispetto ad una 
sfera con centro nel punto fisso) striscia senza rotolare sopra una qua- 
drica di rivoluzione fissa , il cui asse & quello della coppia risultante 
delle quantity di moto. Le quadriche fisse formano anche una serie 
omofocale. 

Nell'enunciato del secondo teorema Tespressione striscia sen^a roto- 
lare s'intenderi nel senso che in ogni posizione delle due superficie 
tangend V asse istantaneo del movimento & perpendicolare al piano tan- 
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gente comuiie» ma noD passa per il punto di contatto. Un casa particokre 
del primo teorema h quelle nodssiina del P o i n s o t : rellissoide d'inerzia 
relativo al punto fisso rotola senza strisciare sopra un piano paralldo a 
quello della coppia risultante delle quantidk di moto. Un altro caso par- 
ticolare del primo teorema & stato trattato dal signor F. S i a c c i in un 
ardcolo pubblicato nel volume Collectanea MathemaHca in memoriam 
Cbdim (Milano, i88i> 

Proposta di quesiti; 

G. B. Guocia. Sono dati nel piano due punti a th t due cuive 
algebriche generali A tB, dell'ordine n, le quali intersecano la retta ab 
rispettivamente nei punti tf,, a^,..., a, e i,, ^j^*.*^ i;. Dknostrarc: 

i'' che tutte le curve d'ordine n + i che passano per gli r? punti co- 
muni ad ^ e £ ed incontrano la retta ab in gruppi di punti della inr 
voluzione di grado n + i determinata dai due gruppi (^ > ^, » ^» > • • • t 0> 
C ^^ Ki K*'"9 K)y fonnano un sistema lineare triplamente infinite; 

2^ che la curva A & incontrata ulteriormente da una curva qualunque 
del sistema, in n punti allineati con ^ e la curva B in n punti alli- 
neati con a. 



SEDUTA DEL 15 MAGGIO 18S4 

PRESmEKZA F. CALDARERA 

Approvazione del bilancio preventive per I'anno corrente. 

Comunicazioni : 

G. B. Guccia parla in relazione al quesito proposto nella seduta 
del 5 aprile 1884 dandone una nuova dimostrazione. Aggiunge delle 
osservazioni sopra ahri luoghi ed inviluppi geometrici cui d4 luogo una 
trasformazione Cremoniana nel piano. 

Proposta di quesiti: 

G. B. Guccia. Data una tra$formazioae Cremoniana nel piano, 
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determinare il numero delle rette ognuna delle quali & tangente d' in- 
flessione della curva corrispondente^ nonchi il numero delle rette ognuoa 
delle quali h tangente doppia della curva corrispondente. 



SEDUTA DEL 29 MAGGIO 1884 

PRESIDENZA G. ALBEGGIAMI 

Comunicazioni: 

F. Galdarera mostra come con procedimento analogo a quello 
indicato nella seduta del 17 aprile per Tarea di un triangolo, si pu6 
ottenere speditamente Tespressione del volume d'un tetraedro in fim- 
zione delle coordinate tetraedriche dei suoi vertici. Ne segue una breve 
discussione in cui interviene il socio A. Capelli. 

G. Blaisano comunica i risultati di una sua memoria Sopra la 
sestica binaria che si sta pubblicando negli Atti della R. Accademia dd 
Lincei (serie IIP, vol. XIX). Si trattiene in ispecial modo sopra alcuni 
teoremi generali rdativi alle forme binarie di ordine qualunque dimostrati 
nel i^ capitolo di detta memoria, mostrando quali possano essere gli 
invarianti e covarianti fondamentali che coir annuUarsi identicamente 
dkauo le condizioni perch^ un*equazione di grado qualunque ammetta 
radici di date multipliciti. 

M. L. Albeggiani. Sopra le parenksi JiPoisson. Enunciae 
dimostra il seguente teorema che i una generalizzazione di un teorema 
di Jacobi : 

Se fl", , Hj , . . . , H^^^ sono funzioni di fiv variabili disposte in n serie 
di V variabili ciascuna come Ar„^ x^^,»" 9 -^iv 5 • • • > -^m ^m > • • • > -^-v c se 
if/, , . . . , Hi^ indica una certa combinazione delle m — i funzioni H, ed 
Hxj I . . . , Hx»_, la combinazione ad essa complementare formata coUe ri- 
manenti funzioni, e se ^ 6 il numero di inversion! che si trovano neUa 
permutazione 

fli,, //i, , . . . , Hi^ , flxi > • • • > Hx^^j 

sari : ,^^ 

2d (— ^) I (Hk ••• Hi^ Hx, Hx^ ... Hx^j = o 



J 

se n i pari. In questa espressione il simbolo {Hi^ . • . HiJ indica una 
parenttsi di Poisson genendizzata, cio^ : 



M^ 



(Hi^ . . . Hi^) 







d/r, 



dx 



If 






Hi 






Sicchi il teorema enunciato i una generalizzazione del teorema di 
Jacobi relativo a tre fiinzioni di 2v varialMli, aoh. 

((if. //J //,) + ((/f. if,) if,) + ((If, H,) h;) = o 



SEDUTA DEL 12 GIUGNO 1884 



PRESmEMZA S. PORCELLI 



Comunicazioni : 

G. Blaisano comuoica un nuovo metodo, fondato sid calcolo 
simbolico, per ottenere il discriminante della sesdca binaria ffk calco- 
lato dal pro£ Brio sc hi. Rappresentando simbolicamente con 

/ = af = i^J^ = . . . 

la sestica binaria e &cendo uso delle s^uenti notazioni adottate nella 
sua memoria suUa sestica binaria in corso di pubblicazione (vedi sedu- 
ta 29 maggio): 

/-(«ya:, m^(i[ftl, «-(imyil, p ^ (fuj afj, t-„ 



H~(abyail>i, 



I 
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calcola il covariante di octavo grado nd coe6Bcienti di / e di octavo 
ordine nelle x: 

?!!± e « — 2^5* A* >•» — 2.s\i23 Ai^ - 2\f.s' a*— 3.5' iP 

— 2'.3*.s* Apl - a*.5 A*fl—2^ 5' 5/2 + 2* s*.23 Afin 

+ 2\j.s^fn + 2\3A^H 

e xnostra che, se /«o ha una radice doppia, le otto nidid ddl'equa- 
adone e » o coinddono con queQa radice doppia e il discriminante di 
/ h dato dairannuUarsi dell'invariante simultaneo di e ed ff, doi sim- 
bolicamente da 



(BHf ^ o. 

Sviluppa inoitre loSteineriano della sestica come forma derivata 
del discriminante della quindca binaria e lo trova cosi espresso in fun- 
zione degli invariand e covariand fondamentali di /: 

5 Il A»— All! Ai\ —1a' i* + -fn + ^ftn 

3 i 3 3 f 

^3 <%# n3 

3' 3^3*' 



SEDUTA DEL 26 GIUGNO i«84 

PRESmENZA G. ALBEGGIANI 

Comunicazioni: 

A. Pepoli sviluppa una soluzione del quesito proposto nella seduta 
del i^ maggio* In s^uito a richiesta dd socio A. Cap ell i ritoma suUa 
dimostrazione^ dando maggiore sviluppo a qualche punto della stessa. 

G. Mnifmnn & alcune considerazioni sullo Steineriano ddla 
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sesdca binaria, mostrando come PannuIIarsi identicamente dello Stei- 

neriano (forma delFottavo ordine) coincida coU'arniuUarsi di un co- 

variante del 2° ordine e reciprocamente. 

Si ha cioi, ritenendo ie stesse notazioni della seduta precedente, 

che le due equazioni identiche 

3.5 

sono cons^uenza I'una deU'altra. 

Passa quindi ad esprimere grinvarianti indipendenti, nel senso di 
G o r d a n, dell'H e s s i a n o della sesdca binaria, rnerc^ gl'invarianti fonda- 
mentali di quest' ultima. 

Rivista bibliografica: 

A. CSapelli. Sopra una memoria del signor L. Livy: Sur la 
posstbilitl de Viquilibre iUctrique (Comptes Rendus, XCm, 706-708) 



SEDUTA DEL 20 NOVEMBRE 1884 

PRESmENZA G. ALBEGGIANI 

Comunicazioni : 

6. Maisano & alcune considerazioni suUe condizioni che deb- 
bonsi verificare perchi in una involuzione di grado n i 2(n — i) elementi 
doppi si distribuiscano in n — i coppie, ognuna delle quali appartenga 
ad un gruppo dell'involuzione. Ne fa applicazione alia forma biquadratica 
studiandone i casi piii rilevanti. 

M. L. Albeggiani espone alcune formole riguardanti le paren- 
test di ordine n (parentesi di Poisson generalizzate) che gli servono 
per la dimostrazione di certi teoremi relativi alle dette parentesi. 

Siano if, , . . . , H^ funzioni delle variabili indipendenti x„ , . . . , 
x^ ; . . . ; x^^y..., x^ disposte in n serie di v variabili e si indichi con 
P. la parentesi di ordine n formata colle funzioni H. Si ha quanto segaa 

I. Sia ^, , • . . , tru un complesso di k indici il quale present! |a in- 

2 
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versioni ed j,, , . . • , Sr^ lo stesso complesso scritto in modo da non 
presentare alcuna inversione. Se si supponc 



xiri ^ ^ty^,i y • • • > "r* = X, 



S*» 



si avri: 



n. Se tutje le funzioni H che entrano in P^ si suppongono ordi- 
natamente eguali a variabili jc aventi tutte lo stesso secondo indice i e 
per primi indici i numeri i, 2, ... , n presi in un ordine qualunque 
contenente \f. inversion!, allora i 

in. Se tutte od alcune delle variabili x che entrano in P^ invece 
delle funzioni //, appartenendo o no alia stessa serie, non hanno lo 
stesso numero d' ordine (2° indice), allora c 

P. = o. 



IV. Sia il determinante 

-^11 + ^11 > • • • » ^w + ^ 

-^m + ^m > • • • > ^nn + ^i 



(0 



e s* indichi con A^"^ ^ A*" il determinante d'ordine « formato dei soli 
dementi A, e con (ij"^ ^ 5" un determinante d'ordinc n che si ottiene 
da quello dello stesso ordine formato dei soli elementi a, sostituendovi 
con zeri gli elementi di r colonne, allora, tenendo presente la notazione 
simbolica d'un determinante ad elementi polinomi, per lo sviluppo del 
determinante (i) si avri: 



2 (-1)'-^' (A + Kr + «: - o 



ove (A -4- ^y)** rappresenta im determinante d*ordine n con n — r co- 
lonne ad elementi binomi della forma -4 + ^ ed r colonne ad elementi 
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monomi della forma A , t 80 rappresenta il menzionato determinante 
d' online n formato dai soli elemend a. 

V. Se le fiinzioni H le quali entrano in P„ oltre a contenere le 
variabili x esplidtamente le contengono ancora implicitamente in certe 
funzioni a, per modo die sia: 

allora, indicando con H una funzione la quale debba essere diiFerenziata 
completamente in quanto cio6 le variabili compariscono in essa esplici- 
tamente ed implidtamente, e con F la stessa funzione la quale debba 
essere diiferenziata solo rispetto alle variabili die vi si crovano in modo 
esplicito, si ha: 



^( iy^\H^ . . . Hb^^l Fb^ Hb^+i ... Hh^i Fhr Hh^i ... H^ 

Per r = o la parentesi d'ordine n che comparisce nella prima somma 
e la parentesi data 

(if, . . . H„) =- P„. 

Nella seconda somma gl' indid 'i , . . . , u sono una combinazione 
della dasse n delle quantitii i, 2, ... , (x ed (^/, ... ai^) i una paren- 
tesi di ordine n formata con n delle [l funzioni a. 



SEDUTA DEL 4 DICEMBRE 1884 

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

Rivista bibliografica : 

A. CSapelli. Sul Trattato di Calcolo differen:(tak etc. di A n g e 1 o 
Genocchi pubblicato con aggiunte dal Dr. Giuseppe Peano (To- 
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riiio, 1884). Fa in particolare delle osservazioni sull' importanza dd* 
renunciato, piix geiierale del consueto, di un teorema fondamentak del 
calcolo, che ha dato luogo ad una recente polemica (Nouvelks Atmaks 
des Math. 3*~ seriCf vol. III. 1SS4J, doh: Se f(xj h continua ed am- 
mette derivata per tutti i valoii di jc nell' intervallo (a, b) sari : 

x, essendo una quantitii compresa fra a e £. 

Fa notare come in questo enunciato, che non suppone necessaria- 
mente k conHnuita delle derivate, si deve per6 intendere che J(x) am- 
metu dappeitutto una derivata ordinaria. Con ci6 restano escluse per 
le derivate le discontinuity cosi dette di prima specie; cio4 il teorema 
si applica ad ogni funzione continua f(x) avente una derivata con- 
tinua od anche affetta da discontinuity di seconda specie. 

Indica alcune applicazioni di questo teorema. 



SEDUTA DEL 21 DICEMBRE 1884 

PRESID£)4ZA G. ALBEGGIAMI 

Comunicazioni: 

[. li. Albeggiani continuando le sue comunicazioni suUe pa- 
rentesi di ordine n, dimostra , pel caso di n pari {n » iJi) i seguenti 
due teoremi: 
I. Se 

H^^ a,y Hj «- a^ , . . . , Hj^^ a,^ (i) 

sono bf equazioni i cui secondi membri sono costanti qualunque ed 
i primi membri sono fiinzioni delle variabili indipendenti x^^,... , jc,^ ; . . . ; 

^jki » • • • > ^iv ^ dell® variabili dipendenti J',, , . . . , J'.v ; . • • ; 3'*/ , • • . , ^'w* 
disposte in k serie di v variabili ciascuha, e se i primi membri delle equa- 
zioni (i) soddis£ino identicamente a tutte ie possibili relazioni della forma 

{Hi, Hi^... Hi^ = o (2) 
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ottenute combinando le iv funzioni H a ik a 2k^ allora le variabili 

dipendenti y^ funzioni delle x e delle a, tratte dal sistema (i), soddisfano 
al sistema di equazioni diflferenziali : 

^>*>fci ^>'-> y^k) ^ Q 

Nella prima di queste formolc s*intende escluso ii caso in cui 
gl' indici hi ^h^^ ,., ^b^ fossero tutti eguali fra loro , come pure il caso 
in cui uno o piu fra essi fossero eguali ad i. 

Gl' indici «i , (2 , . • • > <& sono affiitto arbitrari. 

Nella seconda formola deve intendersi i ^ h. 

n. Date le equazioni (i), se le y tratte da esse soddis&no a tutte le 
equazioni del sistema (3), saranno allora identicamente soddis&tte le (2). 

G. Maisano studia la particolare involuzione del quart' ordine 
nella quale tre gruppt hanno un elemento triplo, e dimostra che i tre 
element! semplici di quel gruppi d^no il covariante cubico della forma 
cubica che ha per elementi i tre elementi tripli. Dimostra inoltre, che 
I'mvoluzione biquadratica nella quale i sei elementi doppi si distribuiscono 
in tre coppie appartenenti a tre gruppi deU' involuzione, h solamente 
r involuzione studiata dal Clebsch, cioe: 

xf+XH 

in cui / aa ^ = ij =» . . . rappresenta una forma biquadratica qualunque, 
ed H^(abyalh^ il suo covariante Hessian o. 



SEDUTA DELL* ii GENNAJO 1885 

PRESIDENZA G. ALBEGGIANl 

Elezione del Consiglio Direttivo: 

In seguito a votazione a schede s^rete vengono rieletd gli stessi 
membri dell'attuale G)nsigIio Direttivo in ciascuna delle rispettive cariche. 
(Vedi seduta del 20 manso 1884). 

Comunicazioni: 

P. Gambera comunica alcuni suoi studi sulle quantid di moto 
dei corpi cbe ruotano intomo ad un asse, £icendone applicazioni al caso 
di corpi di fonna cilindrica, conica o s£?rica. 

Fa qualche considerazione suUa velocitii media delle molecoie. 

Proposta di quesiti: 

G. B. Guocia* Date le due curve piane del quint' ordine : 

5~xJ/+. + ^/+. + x,i + ^^, = o, 

dove / ^ a, X, + a, X, e 9. , ^. indicano polinomi omogenei di grado 1 
nelle x^y x^^ studiare la singolaritii della curva generica del fascio : 

A + XB^o 

nel punto x, = x^ = o. 



SEDUTA DEL 25 GENNAJO 1885 

PRESIDENZA G. ALBEGGIAMI 

Ammissione di nuovi soci : Guglielmo Di Simone. 

Comunicazioni: 

G. Uaisano fa delle considerazioni generali sulla interpretazione 
delle forme binarie sopra una curva di genere zero, Parla di tma comu- 



nicazione orale a lui £itta dal prof. Battaglini sulk iiiterpretazione 
della cubica binaria e dei suoi covariand sulla conica. Passa quindi al- 
rinteqiretazione sulla conica deUa sestica binaria, di cui si annulla il 
catakUicanU, e dei suoi principali invariant!. Sia 

/ «r ^ « J| -» . . . 

la sestica foadamentale e si ponga : 

Ponendo : 

dove le ^ soddisfano alia relazione : 

5i + 5. + 5, - o , 

i punti delta retta corrispondono univocamente ai punti della conica 

toccata dalle tre rette fondamentali x^ ^ o^ x^^ o, x, « o, i cui punti 
di contatto rappresentano sopra C i tre dementi doppi del cova- 
riante /. I sei dementi della sestica fondamentale sono rappresentati 
sopia C dai punti d' intersezione della conica e della curva dd 3° ordine 
equianannonica : 

F=a,x\ + a^xl + a^x\^o. (i) 

I sei dementi dd covariante ir sono rappresentati dalle intersezioni 
di C col sistema deUe tre rette : 

X, — X, «o, X, — *, -o, X, — X, = 0i (2) 

cosicch^ i sd elementi di ir sono rappresentati dai tre elementi di / e 
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dal covariante cubico della fbnna cubica rappresentante i tre dementi 
di jy mentre il covariante / viene rappresentato dai due punti d' incon- 
tro della pobre del punto uniti, in cui s' intersecano le tre rette (a), 
rispetto alia conica C, owero / rappresenta THessianodi quella fonna 
cubica. Gli altri due covarianti quadratici r ed j sono rappresentati rispet- 
tivamente dalle intersezioni colla conica C delle polari del punto uniti 
rispetto alle due coniche: 

fl, xj + tf, *^ + fl, *f =• o, a^a^x^x^ + a^ a, x^x, + a, a, x, x^ «• o. 

Queste due ultime coniche coUe rispettive intersezioni sulla C rap- 
presentano poi i due covarianti biquadratici 

n covariante y i rappresentato dalle intersezioni di C e della curva 
del 3° ordine : 

e finalmente il covariante Hessiano & rappresentato dalla intersezione 
di C colla particolare curva dd 4*^ ordine : 

fl, 11, ^ xj + a, tf , xj x^ -I- a, a, xj ^ « 

le cui taogenti od tre punti doppi toccano la conica : 

a,x^ + a,xJ + «3^«o. 

Rivista bibliografica: 

M. Gebllia. Sopra la memoria dd Sig. Hazzidakis Ueber die 
Curven wekhe sich so bewegen konnen doss sie stets gsoddtischi Linitn 
der van ihnen erxeugten Fldcben bkiben (Journal fiir reine und angewandte 
Math. Bd. 95). 
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SEDUTA DELL'S FEBBRAJO 1885 

PRESIDENZA G. AUEGGIANI 

Ammissione di nuovi soci : Francesco Cavallaro, Ignazio 
Contiy Cesare Albeggiani, Ernesto Armo. 

Comunicazioni : 

G. Maisano condnua suU'aigomento da lui trattato nella seduta 
precedente. 

G. B. Guoda. Formok anaUticbeper la trasformaiiont Cremoniana: 

(n pari) 

(t,«3, a, «fi — 2, <»^=i. (*) 

Sia ff » 2(A. La rete omaloidica h formata da curve d' ordine 2fi, 
aventi un punto 2 (ft — i)-plo, 2(tA — i)punti doppi e tre punti sem- 
plid fondammtalu Poniamo per brevid : 

A^ = a.U+ (b. X, + c. x^) V - «. «, ?> 

in coi 

U = Jf, V, + U^i ^ == -^3 Va + V« » 

dove u^ , iip^ , Vj^, , v^^ indicano polinomi omc^enei dei grad fA, [a — i, 
[A — 2 nelle variabili x, , x^. 

L'equazione della rete omaloidica assume allora la seguente forma : 

\^ A^ A^ 4- \ A^ A, + \^ A, A^^o. 

Si riconosce fiicilmente che ogni curva della rete passa : 
1° con 2 (|A — : i) rami pel punto : 

X, « X, - o; 



(*) Veggasi ps. Creinona: Sur Us transformatioHf giomiiri.juef des figures planes 
(Bulletin de Darboux, i^ s^rie, t. V, 187;^ p. 223). 
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2^ con due rami per ognuno dei |*(t*— i) — (f* — i) (ft — 2) « 2 (fi— i) 
punti di ulteriore intersezione delle curve : 

17 « o, r « o, 

3'' con un ramo per ognuno dei pund in cui le curve : 

i4, -« O, i4j — o, i4, — o 

s' incontranOy ulteriormente » due a due. Si hanno cosi le focBeK>le di 
trasformazione : 



Fonmk anaUikhe per la trasformazione (inversa della preccdente) : 
a, = n — 2, X. =1, a, «. 3 . (♦) 



1"' 



Sia n » 2[A. La rete omaloidica & formata da curve d'ordine 2^ 
avend tre pund (Arpli, sift punto ([a— i)-plo e 2([a — i) pund sem- 
plici fondamentali. 

Poniamo per brevity : 

dove «p, «p_,, v^, v^^ indicano polinomi omogenei dd gradi jt, 
I* — I , I* — 2 nelle /,, / e 

La rete amaloidica i allora rappresentata dall' equazione : 

(•) 1. c. p. 223. 



Si riconosce ^dlmente che ogni curva della rete passa : 
i^ con 2\/L nuni per ognuno dei tre punti : 

X, = x^ = o , x^ « X, « o , X, « X, « ; 

2° con \f. — I rami pel punto : 

3® con un ramo per ognuno dei 4tA(|A — i)—((* — i)Cf* — 2) 
— 3[*(|A — i) = 2(pt— i) punti di ulteriore intersezione delle curve: 

Si hanno cosi le formoie di trasfomiazione : 

Rivista bibliografica : 

M. Gebbia prosegue a riferire sulla stessa memoria della seduta 
precedents 



SEDUTA DEL 22 FEBBRAIO 1885 

PRBSIDENZA G. ALIEGGIAKI 

Ammissione di nuovi soci : Ing. Vincenzo Albanese. 

Comunicazioni : 

A. CSapelli park sulla teoria delle sostituzioni e delle sue appli- 
cazioni all' Algebra ed in particolare rende conto della sua memoria : 
Sopra la compoH^iane dti gruppi di sosHtu^iont (Atti ddla R. Ace. dei 
Lincei, scric 3*, vol. XK). 

Fa alctme considerazioni relative al teorema dimostmto in i|ueUa 
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memoria: Se H hun gruppo di sosHiuiioni cankmUo in un gtirogruppo G 
e trarformato in sc sksso da tutte k sosHtu:(iofu di G, esiste sempft in 
generaU un altro gruppo par:^iak di G cht contiene soslih^ioni di ogmmo 
dd ptriodi di G coniugaH col gruppo H. 

G. B. Guocia. Formok analitichtpcr Ul trasfortnaiione Cremoniana: 



(n muldplo di 3) 



«i — * 



i> 



2n 
T 



— 2, 



« I (♦) 



Sia If a 3|ju La rete omaloidica h formata da curve d'ordine 3|i, 
a vend un punto 3({i — i)-plOy 2(fiL — i) punti tripli, un punto dop- 
pio e quattro punti semplici fondamctUali. Poniamo : 

♦-^9a + ?,, V = ^+, + +,• 

in cui f, , f^, 4^, 9 if^ indicano polinomi omc^enei dei gradi 3, 2, i 
nelle /, , /, e 



t, = a,U-^(h,x^ + c^x,)F 



(i — «. »• 5) . 



In queste espressioni siano: 

\J =^ X U^^ -f" u^ , 



xv^+v^^. 



dove u^y u^^ , v^^ , v^^ indicano polinomi omogeni dei gradi (*,[*"" ^' 
tt — 2 nelle variabili jc, , x, . 

L'equazione della rete omaloidica assume allora la forma: 

Ogni curva delle rete passa: 

I** con 3 ((A — i) rami pel punto : 

X, «= X, = o 



(•) 1. c. p. 227. 



It 

2^ con tre rami per (^uno del (a((a — i) — ((a — i)((a.— 2) * 
2 ([A — i) pund di ulteriore intersezione delle curve : 

3^ con due rami pel punto di ulteriore intersezione delle curve 

/, -o, /, -o; 
4° con un ramo per ciascuno dei 

6ji»— (3[t— 3)(2(x— 2)-6.2.(|i— — 2-4 
punti di ulteriore intersezione delle curve : 



<fr«0, V«o. 



Si hanno cosi le formole di trasformazione 



yi ' j'a ••:yi-* • K"^ • ^'«'- 



Formole anaUtiche per la trasfortnas^ne Cremoniana (inversa della 
precedente) : 

2« . r* ^ 

^ ' 3 T 

Sia ff »» 3(A. Le curve della rete omaloidica, dell'ordine 3|a, hanno 
m punto 2p^plo, quaUro punti I*-pli, ii« punto (|a — i)-plo e 2(tA — i) 
punti semplici fandameniali. 

Poniamo : 

(•) 1. c. p. aa;. 



in cui fp., 9j,_,, <|;p^,, ij^pu^ indicano polinomi omogenei dei gradi pi, 
fi — I , (A — 2 neUc /,, /, e 

In qu«ste eqn«ssioni siano: 

dove u, , 11^ y v^y v^ indicano polinomi omogenei dei gradi 3, 2, i nelle 
variabili x,, jc^. La rete omaloidica h allora rappresentata dall'equazione: 

C^ni curva della rete passa: 
i^ con 2(A rami pel punto : 

X, -X, -o; 

2^ con [A rami per ciascuno dei quattro punti di ulteriore inter- 
sezione delle curve: 

t7»o, F«o; 

3 ° con (A — I rami pel punto di ulteriore intersezione delle ^urve : 

4"" con un ramo per ciascuno dei 

3[*(3f*— 3) - 2f*(2|*— 2)— 4Kt*- - (I* — 0(t* - ^) -=* ^(l*— 
pimti di ulteriore intersezione delle curve : 

41 = 0, V = o. 



*» 



hafiiH> 



.V. 'y^'y^^^'' K"^ ' K"*' 



Rivista bibIiogra6ca : 

n socio A. Cape Hi annuncia la traduzione in lingua italiana, 
iatta dal profLBattaglini, dell' opera del sig. N e 1 1 o : Teorta delk so- 
sHtut^ioni e sue appliea:(ioni alP Algebra. 



S£DUTA DELL' 8 MARZO i8»5 

PRESIDENZA G. ALBEGGUm 

Comunicazioni: 

P. Gambera tratta di alcune quesdoni di i\Ceccanica moUcolart. 
In particolare dimostra col calcolo quanto s^;ue: 

Affinchi nd coipi il prodotto del peso molecolare pel calore spe- 
dfico fosse costante, converrebbe che, a pari temperatura, le loro mo- 
lecole avessero la stessa Ibrza viva iiwfiak di vibi:azione ; ma esse ma- 
nifistano la stessa forza viva dopo di avere pfodtiftti lavori intemi ge- 
neralmente different. Dunque la legge di Dulong e Petit* & teori- 
camente inammissibile; ma pu6 aver luogo con qualche approssimasdone 
per certe cat^otie di corpi. 

Nei gas il calore specifico a volume costante^ moltiplicato pel peso 
molecolare dik un prodotto che si pud'rittnere costante. 

n calore specifico dei corpi varia in ragione diretta della loro coe- 
renza e del loro coefficiente dt> dilatazione ed in ragione inversa della 
loro densitiL Q6 spiega la forte caloricit^ dei iiquidi. 

G. B. Chiocia comunica alcune su& amsiderazioni suUa deter- 
minazione del grado dell' Invariante di contatto ( Tactitwariank) di due 
curve algebriche piane^neicoefEcienti di dasoma delle equazioni delle 
due curve, per il caso in cui queste siano afiette da singolaritik^superiori. 

Continuerik neUa prossima seduta. 



G. B. Chiocia. Formok anaUHcheper la trasfarfna:(ume Crenumana: 

ft ^ I (mod. 3) 

211—8 .^ 

«. - 2, «, « 3 «, - ~y-, «*.^ =- 1- n 

Sia n » 3(A + I- La rete omaloidica & allora formata da curve 
d'oidine 3[& + i aventi un punto (3[i — 2)-plo, 2([i — i) punti tripli , 
trt pund doppi e due puad semplici fandamentali. Posto per txrevitii : 

dove fi^, fi|i,^» f^,^, v^^ indicano polinomi oou^^enei dd gradi [i, 
|i. — ly (A — 2 nelle variabili x, , x^; le fonnole per I'attuale tiasfor- 
mazione sono le seguend : 

fy, - Ux,ix, r- U)[rix, + *,) - al/], 

£ fiicile riconoscere che le curve del piano (x) corrispondend alle 
rette del piano (y\ passano : 

i^ con 3tA — 2 rami pel punto : 

X, — ^, — o ; 

2"* con tre rami per ognuno dei 

l*(l*— — (t*— 0(1* — 2) « 2(tA— I) 
pund di ukeriore intersezione delle curve : 



U^o, r-o; 



(•) I. c. p. 227. 



f con due rami per (X!;nimo dei tre punti : 

X, « o, 1/ =- o , 



X, — o, 17 «= o , 



XrV— 17-0, x^V— 17 «o; 
4" con un ramo per ognuno dei due pund : 



AT, «= o, X, r— 2I7 — o, 
X, -- o , X, r — 2U « o. 



SEDUTA DEL 2a MARZO 1885 

PRESIDBMZA G. ALBEGGIAKI 

Ammissione di nuovi soci : Eduardo Basile. 

Comunicazioni: 

• 

M. Gebllia richiamando una questione posta e risoluta analitica- 
mente dal sig. J. N. Hazzidakis (vedi Riviste bibliografiche delle sedute 
del 25 gennajo e dell' 8 febbrajo 1885) » tratta la stessa quistione ap- 
plicandovi la teoria dei complessi lineari. H metodo s^uito dal signer 
Gebbia si fonda sulla seguente osservazione : 

Affincht una curva possa muaversi rimanendo sempr€ geodelica delta 
stiptfficie che genera, i necessario e sufficiente che k normali prindpaU delta 
emva siano rehe camuni ai complessi lineari detemdnaU net siskma iiOMh- 
riabilmente legato alia curva da tuUi i moH elemeniari di questo sistema^ 
per I quali esso vien generando la superficie. 

I^scutendo questa condizione si distinguono tre specie di soluTioni : 

i" I complessi anzidetti sono coincidenti. I mod clementaii hanno 
sempre lo stesso asse centrale e lo stesso parametro. La curva soddisfii 

4 
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ad una equazione difterenziale che h V equazione del complesso. Le sue 
equazioni alle quantiti finite contengono quindi una funzione arbitiam. 

2^ I complessi anzidetti formano un gruppo a due Urrnkd QfWii- 
gliedrige Gruppe di PI ticker). 

I moti elementari hanno per assi cencrali le genemtrici di un ci- 
lindroide. La curva soddis£i a due equazioni diSerenziali che sono le 
equazioni dei complessi fondamentali del gruppo; essa i quindi deter- 
minata, salvo a dipendere da costanti arbitrarie. 

3^ I complessi anzidetti formano un gruppo a Ire termini speciale, 
pel quale la superficie rigata comune si riduce ad un piano rigato. 

I movimenti elementari sono rotazioni intonio a rette successive 
qualunque del piano. La curva glace arbitrariamente nel piano, il quale 
rotola senza strisciare sopra una superficie sviluppabile qualunque. 

Si pu6 trattare in modo analogo la questione di trovare le curve 
che possono muoversi nmanendo asintotiche delle superficie che gene- 
rano. Allora le binormali prendono il posto delle normal! prindpali. 

G. B. Guccia prosegue suU' argomento del Tactinvariante. Di- 

mostra in generate che Y Invariante di contatlo di due curve algebricbc 

pianc fra loro indipendenti^ affelle da qualisivogliano singolth 

rita^ rispeltivamenie dtgli or dim m y w! e delle classi k^ V ^ I sempre 

del grado 

2tn'(ni—i) 4- k' 
nei coefficienti delFequa:(ione della prima e del grado 

im (m' — i) + * 

nei cotfficienii deWequaiione della seconda. 

Gli stessi gradi erano stati dati dal Salmon per 11 caso di curve 
geneiali e per il caso di curve affette da punti doppi e cuspidi (Cfr. p.s. 
Salmon-Chemin Traiti de Geom. anal., Courbes planes. Suivid^une 
£lude sur Us points singuliers par G. Halphen). 

G. B. Guccia rettifica alcune fbrmole date dal signor Picquet 
in una nota : Sur les courbes gauches algibriques; surface engendriepar 
les secantes triples; nombre des secantes quadruples (Bulletin de la Soci^ti 
Mathimatique de France t. I, p. 271, 272). 
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Trova la s^uente fbrmola per il numero delle rette che incon- 
tiano quattro curve date nello spazio : 

2 m, m, m^ m, — ^^wi, »», k„ + *„ *,, + ft.^ *^, + A.^ k^^ 

dove m, , m^, m , m^ sono gli ordini delle quattro curve, e Jk„ i il nu- 
mero dei punti comuni alle curve d'ordine r ed ^. 
Stabilisce inoltre la formola : 



m,w, [b^ + -m(m—i)\ — {m—i)(k,m^ + *a^0 + *i *, — *«*« 



per il numero delle rette che si appoggiano due volte ad una curva 
dell* ordine m con h^ punti doppi apparenti ed incontrano due altre 
curve degli ordini w, , m, . In questa formola k^ 4 il numero di punti 
comuni alle curve d'ordine m , m^\ k^ 'A numero di punti comuni alle 
curve d' ordine m, m^; i,, il numero analogo per le curve d* ordi- 
ne m,, m^. (*) 

Mostra come debba essere, per cons^uenza, rettificata la fbrmola 
che dk il numero delle generatrici doppie della superficie generata daUe 
rette che si appoggiano a tre curve date, pel caso in cui le diisettrici 
abbiano, due a due, punti comuni. 

Fa delle applicazioni alia geometria delle curve sulla superficie gene- 
rale del 3^ ordine. 

6. B. Guocia enuncia alcune proposizioni relative a luoghi ed 
inviluppi geometrici ai quali dk luogo la trasformazione Cremoniana 
nel piano. 

M. L. Albeggiani annunzia di avere esteso i precedent! teo- 
remi riguardanti le parentesi d' ordine w, comunicati al Circolo nella seduta 
del 21 dicembre 1884, ^ <^^o n ^ h -\- k , hShy doi al caso che 
fossero date h serie di v variabili indipendenti ^„ , . . . , Jc,v ; . . . ; Jc^^, , . . . , 
x^ tk serie di funzioni >'„,..., ^'xv 5 •••> 3^*1 >•••> Vtv Si riserva dame 
dimostrazione in altra seduta. 



(•) Qucste formole esigono la seguente restrizione : setnprechfc it problema 
non amraetta un numero mfiniio di soluzioni. 



at 



Rivista bibliografica : 

M. Ii. Albeggiani. Sopra la nota del signor Hermite: Sw 
ks fonctions holamorpbes , inserita nd Tomo F (Serie IV) dd Joumd 
des MaibinuUiques pures et appliquies fondato da J. Liou ville e diretto 
da C. Jordan. 
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Sopra la determinazione delle altenizioni nei valori di somme e prodotd 
indniti dovute ad alterazioni nell'ordine di addizione moltiplicazione 
dei termini o fattori. Rendiconti R, bt, Lomb,, serie 2^. vol. I, 1868. 

Un teorema fondamentale nella teorica delle discontinuity delle funzioni, ibid, 

Le relazioni fondamentali tra i moduli di periodicity degli integraii abeliani 
di I* specie. %Ann, di Mat,, serie 2*. t. Ill, 1869. 

Akune formole fondamentali per lo studio delle equazioni algjebrico-diffe- 
renziali di i^ ordine e 2^ grado tra due variabili ad integrate generale 
algebrica. R. Istit. Lomb., 1874. 

Sulla regola seguita da Bess el e dal sig. Generale Baeyer durante la mi- 
sura del grado nella Prussia orientale, etc. Atti della R. Ace. dei Uncn, 
serie 2', t. II, 1875. 

Sui determinanti di funzione. Milano, 1875. 

Le propriety cardinali degli strumenti ottici anche imperfettamente centrati. 

In memoria di Jacopo Steiner. Traduzione dal tedesco. Ann. di Mai. 
serie 2*, t. VII, 1875. 

Nuova teoria delle soluzioni singolari delle equazioni difierenziali di 1° or- 
dine e 2° grado tra due variabili. Atti R, Ace. dei Uncei, serie 2* 
t. in. 1876. 

SuUe coordinate dei punti e delle rette nel piano, dei pu.ti e dei piani nello 
spacio. R. 1st, Lomb., 1877. 

Sulle condizioni alle quali deve soddisfarc una primitiva affinchi il grado 

s 
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deila corrispondentc equazione difierenziale, rispetto alle variabfli, riesu 
tninore id normale, R, 1st. Lomb., 1877. 
F. Gaaorati (Pavia). SuUa integrazione delle equazioni algebrico-diffffrenziali di i^'or- 
dine e di i*' grado per mezzo di funziooi lineari, ihid.^ 1878. 
Nuova e migiiore forma ddle equazioni degli asimoti di una linea piana 

algebrica, iM.^ 1879. 
Nota concemente la teoria delle soluzioni siogolari delle equazioni aigebrico- 

diflereoziali di 1° ordine e di 2*^ grado. R» Ace, dd lancet, 1879. 
II calcolo delle diflerenze fmite interpretato ed accresciuto di nuovi teoremi 
a SQSsidio priocipabneote delle odierne ricerche basate sulla variability 
complessa, ihid,, 1880. 
Sur la distinction des int^grales des Equations differentielles Undaires en sous- 

groupes. Compies T^endiU, 24, 31 Janvier 188 1. 
Una formola fondamentale concemente i discriminant! delle equazioni difib- 
renziali e delle loro primitive complete. Dal volume Collectanea Matb^ 
matica in mem. Chelim, Milano, 1881. 
Nota di matematica pura. R, xAcc, dei Lmcei^ 188 1. 
Generalizzazione di alcuni teoremi dei signori Hermit e, Brio sc hi e 
Mittag-Leffler, suUe equazioni differenziali lineari del 2** ordine. 
Ann, di Mat. serie 2% t. X i88z. 
Sur un toit trfcs-rtont de M. Stickelberger. Pavia, 1881. 
Sulle equazioni dtfferenziali lineari* R, Ace. dei Uncei, 1882. 
Aggiunte a recetiti lavori dei signori Weierstrass e Mittag-Leffler 
sulle funzioni di una variabile complessa. %Ann, di Mat, serie 2^ 
t. X. 1882. . , 

La periodicitd multipla nelle funzioni di una sola variibile. R. 1st, Lomb, 188). 
Sopra alcuni discriminanti, ibid.^ 1885. 
F. CihisBoni (Romi). Sulle superHcie e sulle linee che si ottengono come luogo 
o come inviluppo delle rette congiungenti i punti corrispondenti di due 
curve omografiche piane. R. Ace, dei Lincei, Memorie, vol. Illf $ gen- 
najo 1879. 
Sopra k involuzioni nel piano, ihid. XIX, 3 giugno 1883. 
L. Cremona (Roma). Sulle trasformazioni razionali nello spazio. Annali di SkCa-^ 

temoHca, serie 2*, t. V. 
R. De Faolis (Pisa). La trasformazione piana doppia di terzo ordine primo genere 
e la sua applicazione alle curve del quarto ordine. R, Ace. dei Uncei, 
OiOmorie, vol. II, 5 maggio 1878. 
Ricerche sulle superficie del 3° ordine, due Memorie, ibid. X, 188 1. 
SuUa espressione di una forma binaria di grado n con una somma di po- 
tenze «« , ibid. Xll, 5 marzo 1882. 
E. Fergola (Napoli). Sopra talune proprteti^ delle soluzioni intere e positive del- 
I'equazione Ai 4~ ^^% ~h * * ' ~h ^^n = ^* RendiconU della R. Ace. delle 
Scien:(e Hs. e MU. di Napoli, ottobre 1865. 
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B. Pergola (Napdi). Sopra una proposizione elementare dt; Calcolo |integra]e. 

%eHdicofUi della R, ^Acc. deJJe Scienie Fis. e ^ai. di Napoii , otto- 

bre 1864. 
Sulla posizione deH'asse di rotazione della terra rispetto all'asse di figura. 

%AnnaH di di£atematica^ serie 2*, t. VI, 1874. 
Dimensioni della terra e ricerca della posizione del suo asse di figura rispetto 

a quello di rotazione. Rendiconti della /?. Jcc. di NapoU, dicembre 1875. 
Di alcune equazioni relative alia teoria delle funzioni ellittiche e teoremi di 

Geometria cbe vx si cdnnettono. Memorie della Societik iUdiana delle 

Stien^e, vol. IV, 20 maggio i88a. 
Sulla ktitudine del R. Osservatorio di Capodimonte. Atti deUa R. Aec, delle 

Science di TZ^apoli, vol. I, serie 2*, i** dicembre 1883. 
G. IVattiiii (Roma). Intorao ad un teorema di Lagrange. R, Ace. dei Lineei* Rett' 

dicanti, i^ febbrajo 1885. 
Un teorema relative al gruppo della trasformazione moduiare di grado p» 

Due note, ihid. i e 15 febbrajo 1885. 
Intomo alia generazione dei gruppi di operazione, ibid. 12 aprile 188$. 
P. Gambera (Palermo). Delia velocitii e della energla delle molecole dei fiuidi 

aerifomii. Palermo, 1884. 
M. Gefabia (Palermo). Sulla stabilita virtuale deli'equilibrio d'lm punto materiale 

isolato. Giom. di Bait. XVI. 
Le travature reticolari a membri sovrabbondanti. fAUi del Collegio degli /n- 

gegneri ed Areh. di Valermo, 1881. 
Determinazione grafica degU sforzi interni nelle travature reticolari con aste 

sovrabbondanti. R. %Acc. dei Uncei, OnCtmorie, vol. IX, 6 marzo 1881. 
Sugli sforzi interni dei sistemi aiticolati, ihid. XIII, 2 aprile 1882. 
P. Gordan (Erlangen). Ueber endliche Gruppen linearer Transfonnationen einer 

Veranderiichen. MathenuUisehe %AnnaleH, Band XII, 1877. 
Binare Formen mit verschwindenden Covarianten, ibid, XII, 1877. 
Ueber das voile Formensystem der temaren biquadratischen Form 

/=jc5x +x3jc, +jc5jc,, ibid. XVII, 1880. 

Gordan-debsch. Ueber cubische ternAre Forroen, ibid. VI, 1873. 
G. B. Gkiccia (Palermo). Sur une classe de surfaces repr^entables point par point 
sur un plan. %AssociatioH frangaise pour Vavancement des Sciences. Congrh 
de Reims, 1880. 
G. Ha^phen (Paris). Sur certaines perspectives gauches des courbes planes alg^- 
briques. Comples Rendus, 15 mars 1875. 
Sur les invariants des Equations dtfi^rentieUes lin^aires du quatritee ordre. 

Acta MaibemaHca^ UL 
£tude sur les points singuUers des courbes alg^briques planes. Appendice 
au Traits des courbes {rfanes de G. Salmon. Paris, Gauthier-Villars, 1883. 
T. A. Hirst (London). Ueber conjugiitc Diameter im dreiaxigen Ellipsoid. Inaugu* 
rdl'Dissertation, Marburg, 1852, 
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T» A. Hirst (London). On two new methods of defining Curves oC tbe aeeood 

order, together with new properties of the same deduc&le theitfrom. 

By Professor Stein en Translated by Dr. T. A. Hirst. OmbrUgt 

and Dublin MaAematical Journal ^ nov. 1853. 
On equally attracting bodies. From the 'PhiksopbUd Magai^m kx sepi* and 

OCX, i8$8. 
M. Poinsot on the Percussion of Bodies, iUd. 
Note sur les corps qui ezercent des attractions 6gales sur un point mat^ 

rid. Compies Renduf, XLVIT, 9 aoikt, z8$8. 
Sur la courbure d'une s^rie de sur&ces et de lignes. Annali ii MaiemaUca, 

t. n, 1859. 
On derived Surfaces. QmrUrly Journal, July 1859. 
On ripples , and their relation to the velocities of currents. PhUcsofbUd 

Magas^ine for January and march 1861. 
On the Volumes of Pedal Surfaces. Proceedingt of the Hfiyal Society, 1862. 
On the Volumes of Pedal Sur£ices. Philosophical Transactiom of U» Rsjd 

Society, vol. I $3, 1862. 
Sur les volumes des surfaces podaires. CrelU's Journal, Band. 62. 
Sur les volumes des surfaces podaires. %^nnaH di fhCaUmaiica, t. V, 186}. 
On normals to conies, a new treatment of the subjea. By Prof. Cremona. 

Communicated by T. A. Hirst. The Oxford, Cambridge^ and DubUn 

^Ofsenger of MithemaHcs, No. 10, 1865. 
SulP inversione quadrica delle curve plane. Annali di Mat$maHca, t, VII, 186$. 
Discorso pronunziato dall' Autore in occasione del conferimento della meda- 

glia C o pi e y a M. C h asle s. proceedings of the Royal Society No. 79, 1865. 
Sur la transformation quadrique.%otfve//^j %AnnaJes deMoMmoHques, 2« s^rie, 

t VI, 1866. 
On the degenerate Forms of Conies. Proceedings of the London Maibem. 

Society, vol. II, 1869. 
On the Correlation of two Planes. Due memorie , ihid. vol. V , 1874; 

vol. VIII, 1877. 
On the Correlation of two Planes. Due memorie. Annali di Matimitioa , 

serie 2*, t. VI, VIII. 
On Correlation in Space. Proceed, London Matitem. Society, vol. VI, 1874- 
Geometrical Contributions to the « Educational Times ». London, 1875. 
Sur la Correlation de deux plans. R. %Acc, dd Lincei, Transuntig Stric )*» 

vol. I, 4 marzo 1877. 
Extracted from the Sixth General Report of the Association for Ae Imfro- 

vement of Geometrical Teaching, January 1878. 
Note On the Complexes generated by two Correlative Planes. Troceed. of (be 

London Ma0tem. Society, vol. X, 1879. 
On the Complexes generated by two Correlative Planes* Colkctaim Md' 

thematica in memoriam Chelini, Mediolam, 188 1, 
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T* A. Ursi (L/mdon). On qu:idric TMnsformation. Quarterly Journal, N. 68, f88x» 
« TYkt Biograph and Review », September i8Si. 

On Cremonian Congruences. Proaed. of the Ldmkm MaAem, Soci$ty , vo- 
lume XIV, i8$3. 
& lift JonqpMreft (Parish De k reprddenttdon des nombies par de5 formes qua- 

dratiques bioaires. Application k I'analyse indeterrainte. Asioc, franf. 

pour VavoHf, ies Sciences^ Cangrh d$ Paris, 1878. 
Neie sur un point de la th^orie des fractions continues p6riodiques. Com- 

pUt 'lienius de VAcaL des Sciences, 26 £&vrier 1885. 
Sur la composition des p^riodes des fractions continues periodiques , ibid, 

12 mars 1883. 
Addition ana Cotemunications pr6c£dentes sur Ies fractions continues p^- 

riodiques, ibid, 26 mars 1883. 
Loi des pModes. Trois Communications, ibid, 9, 16, 23 avril 1883. 
Sur Ies fraaions continues p^riodiques dont lea numerateurs difi&rent de 

I'unit^. ibid, 30 avril 1883. 
£tude des identitis qui se pr^sentent entre Ies reduites appartenant, respecti- 

vementy aux deux modes de fractions continues p^riodiques-^Cinq Com* 

munications, ibid, 7, 14, 21, 28 mai, 4 juin 1883. 
Sur le dernier th^ortoie de Fe rm a t. %AtH ddC Accadenda PonHfida dei Nuovi 

Lined, t, 37, 20 gennaro 1884. 
Commentaire arithm^ique sur une formule de Gauss. Comptes Hendus, 

2 )uin 1884. 
Sur la rigle de Newton (d^montr^ par M. Sylvester), pour trouver le 

nombre des racines imaginaires des Equations num^riques , ibid, 14, 

21, 28 juillet 1884. 
Sur Ies Equations alg^briques, ibid, is» 22 septembre 1884. 
M^moire sur Ies figures isographiques et sur un mode uniforme de gto^ 

ration des courbes k double courbure d'un ordre quelconque au moyen 

de deux faisceaux correspondants de droites. Giomaie di BaUaglini , 

vol. XXIII, 1885. 
II Vice-Ammiraglio de Jonquidres ha inoltre inviato la sua fotografia colla 
dedica al Grcolo. 
C. Jordan (Paris). Recherches sur Ies poIyMres. Journal de Crelle , t. 66| 1866. 
Recherches sur Ies poly^res. Second meraoire, ibid. t. 68, 1868. 
Mtooire sur la stability de I'^quilibre des corps flottants. AnnaU di thCaU' 

matiea, 1868. 
Commentaire sur Galois. MatbenuUische ^Annalen, t, I, 1869. 
Sur Ies Equations de la division des fonctlons ab^liennes, ibid, t. I, 1869. 
Thtorteies sur Ies Equations algebriques. Journal de JJouvUle , 2^ s^rie , 

t. XIV, 1869. 
Sur I'6quation aux 27 droites des surfaces du 3^n« ordre, ibid, 1869. 
Sur 1^ assemblages de Iignes. Journal de Crelle, t. 70, 1869. 
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CL Jordftn (Paris). Sur une Equation du i6^^ degr^. Journal de Crelle, t. 70, 1869. 
Sur uoe nouvelle combinaison des 27 drokes d'une surface dtt 3^^ onii& 

Comptet Umidut, t. 70, 1^70. 
Thdortoie sur les fonctions doublement p^riodiques, Und. 1870. 
Thfortaes sur les groupes pr]initi&. Joum, de UouvUk, 2* s^rieil. XVI, 1871 . 
Sur la r&sotmion des Equations les unes par les autres* Compks Reudus, 1871. 
Sur les sommes de Gauss k plosieurs variables, &id. 187Z. 
Sur les osciUadons iniiniment petites des systtoies mati&riels ^^- 1872. 
Recherches sur les substitutions. Jcum. de iMuviUe^ a« s6rie, t. XVII, 1872. 
Sur la forme canonique des congruences du second degr£ et le nombre de 

leurs solutions, ibid. 
Mtooire sur la reduction et la transformation des systtoies quadratiques, 

ibid, t. XIX, 1874. 
Sur la'limite du degr6 des groupes primitifs qui contiennent une substitution 

donn^e. Journal de Crelh, t. 79, 1874. 
Sur la stability de T^quilibre d'un solide pesant pos^ sur un appui courbe. 

Journal de UouviUe, ^ s^rie, t. I, 1875. 
M^oire sur les covariants des formes binaires, ibid, y serie, t. II, 1876. 
M^oire sur les caract^ristiques des fonotions O. Journal de V ^cole Poly- 

technique^ 1879. 
Sur les covariants des formes binaires, deuxitaae mimoire. Joum. de Uou* 

ville, y s^rie, t. V, 1879. 
Sur la r6duaion des substitutions lxn6aires. Joum,deV£eole Tofytedmque, 1880. 
M^oire sur I'dquivalence des formes, ibid. 1880. 
Sur la thiorie arithm^que des formes quadratiques, ibid, 1882. 
G. Jang (Milano). Sopraalcuni teoremi di Gauss intorno alia teorica della riparti- 

zione del circolo. Asfoc, delU conference di MaUnuUiche, 24 giugno 1867. 
Jtmg-AnneoaDte. Sulie trasformazioni birazionali o univoche (eindeutigen) e suUe 

curve normale e subnormale del genere p. Giomale di BaUagUni, vo- 
lume VII, 1869. 

— Relazione suite lezioni complementali date nel R. Istituto 

Tecnico superiore di Milano dai prof.* Brioschi, Cremona eCa- 

sorati, ibid. 
G. Jang (Milano). Intorno ai momenti d' inerzia di una sezione plana e ai diversi 

modi di rappresentarli graficamente; in particolare dell'ellisse centrale, 

della sua curva pedale e del circolo d* inerzia. %endiconii delf Istituto 

LombardOf 29 luglio 1875 
Rappresentarioni gratiche dei momenti resistenti di una sezione piana, ibid. 

6 luglio X876. 
Complemento alia nota precedente, ibid. 8 agosto 1876. 
On a new Construction for the Central Nucleus of a Plane Seaion. Bri- 

H$h %Association for the Advanc. of Science, 1876. 
RSsum^ of Researches upon the Graphical Representation of the Moments 

of Resistance of Plane Figures, ibid. 1876. 
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G. Jang (MiioDO). Thtorime gin^ral sur les fooctions symicriqaes d'un aombre 

quelconque de variables. CampUs Kjndus dis skmat de V Acad, des 

Scwices 24 avril 1876. 
Construction de la chaioette par points, et division d'un arc de cene courbe 

en n parties proportionnelies i da sdgnients donn^. BulieHn de la 

SoeUU Maibimaiique de Fnmee, t. IV, avrii 1876. 
Intomo alia dimostracione di un teorema fond imeti tale della teoria de* poli 

epolarinelia « Geometria Projettiva » del Prof. L. Cremona. GioT' 

tude di BattagUm, vol. XIV, 1876. 
Jong-Bertini-Savlotti. « Lezioni di Statica Grafica per Antonio Favaro ». 

Cenno critico. PoUUcmeo, vol. XXVL 
O. Jang (Milano). -Note relative ^ deux thtor^mes de Lagrange sur le centre de 

gravity. BuOgtin de la SocUU Maib. de France, t. VII, 1878. 
Eleroenti di Geometria Descrittiva del Dr. R. Sturm, tradudone dal tede- 

SCO. Hoepiiy Milano, 1878. 
Sol problema inverso del moment! d' inerzia di una sezione piana. Soluzione 

grafka generate — Due note. PoHUcmco, anno XXIV, Milano. 
Solaadooe geomeccanica di alconi proUemi d' inteipolaziooe. RmdiconH deU 

f Ltit, Lombardo, i $ aprile 1880. 
Compensaaone degli errori proporxymaH per un dato sistema di osservazioni 

dirette, ibid, 29 aprile 1880. 
Intomo al prindpio della media aritmetica. TcUtecmeo , vol. XXIX, 5 di- 

cembre 1880. 
Sui moment! obliqui di un sistema di punti e sull* « imaginifes bild » di 

Hesse. ColkcUmea MaAem. in mem, CbeMwi, aprile 1881. . 
Akuni teoremi suite forme degeneri dell'eUissoide del Culmann. %end$eoiUi 

delT btiL Lombardo^ 23 febbrajo 1882. 
Sul Pseudofoco del paraboloide e sul centro magnetico, ibid, 1$ giugno 1882. 
Alcuni teoremi baricentrici, ibid, 6 luglio 1882. 
Osservazioni ed aggiunte alia nou precedeote. ibid. 14 dicembre 1882. 
Soi sistemi privi di baricentro, ibid, 31 maggio 188). 

Nuovi teoremi a complemento della regola di Guldine proprietii della spi- 

sen d 
rale r = a . R, %Acc. dd Uncei, TranstmH, vcH, VTi, 1883. 

Sull'equilibrio dei poligoni articolati in connessione col problema delle con* 

figurazioni. %Annali di MaUmaHca, serie 2* , t. XII, Milano 1884. 
Sopra una classe di configurazioni d' indice 3. %e9idiconti deU' IsHhUo Lorn* 

bardo, X2 febbrajo 1885. 
Di akune proprieti geometriche, statiche e cinematiche dei poligoni artico- 
lati, ibid, 12 marzo 1885. 
F. Klein (Leipzig). Zur Theorie der elliptischen Functionen tfi^ Stufe. KMgL 
Sdcbs. GesdUchafi der Wissenschaflen, 14 november 1884. 
(Palermo). Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma temaria 
biquadratica e degrinvarianti, covarianti e controvarianti di sesto grado. 
Giam. di Bolt. voL XK. 



O. M a iBan o (PaJermo). Sulla forma binarU di qginio or<fine. %. Ace, 4d UncA 
Memofu^ vd. XIV, 7 gefwiajo 1885. 
Sopra due classi di forine binarie, ibid, XV, 18 nurzo 18S3. 
La sestica binaria, i^fU XIX, 3 feb^rajo 1884. 
A. Kanaheim (Paris). Quelques r^sultats obtenus par U consideration du di^- 
cement in(iniment petit d'unc surface alg^bri^ue. Camptes Rmdus, 
mai 1870. 
Determination du plan osciUate^r et du rayon de courbure de la trajectoire 
d'un point quelconque d'»ne droite que Ton d^hce en rassujetissant 
4 ccrtaines conditions, ibid., juin 1870. 
Construction de 1' axe de courbure de la surface dSveloppabte envdoppe 
d*un plan dont le d^placement est assujetti i certaines coadatioos, ibid. 
juin 1870. 
Generalisation du th^ortoie de Meusnier, Und, i&vaa 1872. 
Determination de la liaison georaetrique qui eziste entce les elements de la 
courbuce des deux nappes de la sur&ce des centres de courbure princi- 
paux d'une sur^ce donnee, ibid. £&vrier 1872. 
itocherches geometriques sur le contaa du y ordre de deux «ic£ices» ibid. 

mars 1872. 
Construction directe du rayon de cpurbure de la courbe de contour appa* 
rent d'une surface qu'on projette orthogonalement sur un plan , ibid, 
avril 1874. 
Determination des relations analytiques qui existent entce ies elements de 
courbure des deux nappes de la developpee d' une surfiice , ihid. de- 
cembre 1874. 
Sur Ies surfaces trajectoires des points d'une figure de forme invaciable dont 
le deplacement est assujetti ^ quatre conditions. Joura. de DiCatii. 3« se- 
tie, t. I, 1875. 
Solutions geometriques de quelques problemes, relatift k la theorie des sur- 
faces , et qui dependent des indniment petits du i^*^ ordre , CompUs 
%endus, mars X875. 
Solutions geometriques de nouveaux probien^es relatifs i la theorie des sur- 
faces.et qui dependent des iniinimeot petits du 3in«9rdre, ibid., mars}i875. 
Note A 1 'occasion de la Communication faite par M. Ribaucour dans la 

s^ce ^u 15 .ipar^ ^^87^, il^., ,^2 m^x^ 1875. 
NouveUes j}ropr^t49 geometriques de la sur&ce de I'onde, qui s'interpretent en 

Optique, ibid., 7 fevrier 1876. 
Demonstration ^oraetrique d'une relation due a M. Laguerre, ibid., 6 

mars 1876. 
Construction pour un point de la courbe d' intersection de deux sur||ces 
du centre die la sphere. o^cuUtrice de la courbe, ibid., 27 novembre 1876. 
Sur le paraboloide des hi^it droites, ibid.. 2 avril 1877. 
Sur leis surfaces dont les rayons de courbure principaux sont fonctions I'un 
de I'autre, ibid., 50 avril 1877. 
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A. Mwihaim (Paris). Sur ie d^placement infiniment petit d'un di^re de grandeur' 

invariable; deux notes, Comptts Raidus, ii juin, 23 juillet 1877. 
Sur les plans tangents singuliers de la surface de I'onde et sur les sections 

Elites dans cette surface par des plans pi rallies k ces plans tangents. 

Assoc, franf. pour Tavanc. des Sciences, Congrh du Havrey 24 aoAt 1B77. 
Sur la surface de I'onde, ibid,, 25 aoAt 1877. 
Sur les normales de la surfiice de I'onde, ihid.y 27 aoftt 1877. 
Kouveau mode de representation plane de classes de surfaces r^gltes; trois 

notes. Comptes ^miur, 29 octobre, $, 19 novembre 1877. 
Sur les surfaces r^ltes. Joum. de Math. 3« s^rie, t. IV, ftvrier 1878. 
De Temploi de la courbe representative de la surface des normales princl- 

pales d'une courbe gauche pour la demonstration de propriMs relatives 

* 

d cette courbe. Comptes 'Bjsndus, 20 mal 1878. 
Sur la surfiice de Ponde. Ass, jranf, pour Vav. des Sciences, Qmgris de Paris, 

24 aoikt 1878. 
Transformation par polaires rteiproques d'un pinceau de normales et exten- 
sions, ihid.y 27 aoQt 1878. 
Construction de la normale it la surface trajectoire d'un point d'nne figure 

de forme invariaUe dont le displacement est assujetti it quatre condi- 
tions, ibid., 28 aoAt 1878. 
Construction des centres de courbure principaux de la surface de vis 4 filet 

triangulaire, t'Md., 29 aoAt 1878. 
Construire les axes d'une ellipse, etant donnas deux diam^tres conjugues. 

"HjouveOes Annates de Ma&., 2< serie, t. XVII, 1878. 
Oteermtnation geomtoique des ombilics de la surface de I'onde. C. R., 

5 mji 1879. 
Constructions planes des elements de courbure de la surface de Ponde. Ex* 

trait du volume in memoriam D. CbeHni, juillet 1879. 
La sur^Ke de I'onde consideree comme sucftce limite. C. %., 26 avril 1880. 
Nouvelle generation de la surface de I'onde et constructions diverses, ibid.^ 

7 juin 1880. 
Notice sur les travaux geometriques de A. Mannheim. Paris, 1881. 
Sur la determination, en un point d'une su£ice du second ordre, des axes 

de r indicatrice et des rayons de courbure principaux. Joum, de Math,, 

3<.serie, t. VIII, mal 1882. 

(Napoli). Sopra alcune curve del quarto ordine dotate di punti d'ondu- 

Ijzione. R, Ace, di Napoli, 4 febbrajo 1882. 
Sui coanessi oonici ed in- particolare sui sistemi di rette del 2® ordine , 

ibid,, aprile 1883. 
Sull'urto dei corpi e sal movimento d'un corpo pesante fra due meizi resi- 

stenti, ibid,^ marzo 1884. 
Sulle derivate d'ordine qualunque della funzione potenziale quando I'attra* 

zione e propordonale all' inverso della nn^ potenza della distanza , 

ibid,, 14 giugno 1884. 6 
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It (Napoii). SkUc font impiilam dis haano h medesiau oMnsMpoitnii 

stesso punto di an tisMDia rigido, R. Aee. di NapoH, luglio 1884. 

Lefflir (Scockboliii). Sur la representation analytique des foncdons mo- 

nogtocs mit£brine» d'une variable ind^pendasite. Acta Mathmuiicu, IV. 
(Erkngen). Ims Theorie der algebraiadien Fttnctionen nehrerer com- 

plexer Variabeln. GcUmg. NacbriebUnp 1869. 
Zur Theorie des eindeotigien Entsprechens algebeaischer Gebilde von beliebig 

Welen Dimensionen. Matb. AmuOm, Band II, i87i>. 
Uet)er Flachen, welche Schaaren rationaier Ciirven besitzen, iM.^ Ill, 187 1. 
Soiie curve multiple di superficie algebriche. •Anmaii di MaUmatieOj serie 2*, 

t. V, 1871. 
Rndolf Friedrich Alfred Clebsch. Versuch einer Darlegung und 

Wurdigung seiner wissenschaftlidien Leistungen von einigen seiner 

Freunde. Mtih. Atmaim, Band VH, 1873. 
Ueber die algebraischen Funaionen und ihre Anwendung in der Geometrie. 

Zus. mit Brill » ibid., VU, 1874. 
Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde. Zweiter 

Aufsats, ihid., VIII, 1875. 
Otto Hcsse^ ZiUsckrift fur Matb^ vmL Physik vom ScMomUcb, 20 Jahr- 

gang 1875. 
Ueber die algebraischen Fornien mit idemisch verschwindender Hesse 

'scher Determinante. Sit(u»gih.fbyHk,niidie.SQciMix^Erhmgm^ 1876. 
Zur Eliminationstheorie. M§th, Ann,, XI, 1877. 

Zur Theorie der Thetafunctionen von vier Argmnemen, ibid,^ XIV, 1879. 
Notix Qber eine Classe symmetrischer Deiemiinanten, tMtf., XVI, 1880. 
Ueber die invariante Darstellung algebraischer Functionen, ibid., XVU. 1880. 
Ueber einen Sati aus der Theorie der algebraischen Functionen. Journal 

fur MatbmaHk, Bd. XCn, 1881. 
Note Qber die aigebtaischen Curven, wekhe eine Scbaar eindeutiger Tran- 

sformationen in sich zulassen. ^bCdtb. Ann-, XX, 1882. 
Nachtrag zur « Note uber die algeb. Curven mit einer Schaar' eindeutiger 

Transibrmationen io tich. », «Wd., XXI, 1883. 
A. PepoU (Palermo). Sopn un problema delle trasformazioni Cremontane. ^AtH del 

Colkgio degli Ingegmri id oircb. di Pakrmo, 1884. 
a. Pittalnga (Palermo). Degli assi elastic!. AtH ddla ?(.. u4cc. deUe SeisK^i di 

ToHno, XIV, 6 aprile 1879. 
P. H« Sctaoute (Grooingen). Homographie et son application k la th^rie des sur- 
faces du second ordre. %Arebivit NUrhmdaistf, t. VI, 1871. 
Over eene bijzondere ruimtekromme van den zevenden graad. 
De la projection sur nne surface. Astce, franf pour V avtme, dtf Scimeet , 

Congris de MontpelUer^ 1879. 
Sur les courbes tracto sur une sur£ice du second ordre, ibid. 
Sur la transformation conjugQAc, ibid. 
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r. Dterminnr noe courbe uskurstle de /^ ovdrt ayaat dttpoinm 

douMes en ^ et il, , et ptssant par ks aept points i\ 2,3,4, 5, 6 

et 7, wui. 

(Grooiiigen). Sur utie txaiufonmnion gtoiiitoi<|Me et Siir la g^n^ 

ralisadond'improbltaie <le la ditorie des enteloppes dites «0>arbes de su» 

reig ». Gmgnk di MHtnf, i88a 
De la transformation conjugate dans Te^ace, »Md. 
De Kegelsneden in de projectivische meetkunde. Groningen, 1881. 
Deux cas particuliers de la transformation birationnelle. BuJUtin de Dar^ 

hcux, 2e s^rie, t. VI, 1882. 
Die Steinerschen Polygone. Journal de Crelle, 9$, 1883. 
Nachtrag zur Abhandlung « Die Steinerschen Polygone », ibid. 
Application de la transformation par droites symetriques X un probl6me de 

Steiner. Bulletin de Darhoux, 2« serie, t. VII, 1883. 
Sur deux transformations g^om^riques uniformes. Congrh de Rouen, 1883. 
Nachtrag zur Abhandlung « Die Steinerschen Polygone, Crelle^ 95. 
Notiz uber die Lemniscate, Sii^h, der Wiener Akad. der Wissenscb., 1883. 
Einige Bemerkungen fiber das Problem der Glanzpunkte, ibid. 
Over een bijzondere kromme van den vierden graad met drie dubbelpun* 

ten. K, Akad, van Wetenscb,, Amsterdam, 1884. 
Quelques th^ortoes g^om^triqucs. Congrh de Bhis, 1884. 
Sur U construction de courbes unicursales par points et tangentes. oirchi" 

ves 'HJerlandaifes, t. XX. 
ScuoLA Di APPUCAZioNE PER gl'Ingegneri di Roma. Caulogo delii Biblioteca. Sup- 

plementi : i**, 2**, 3**. 
G. TorsUi (Napoli). Sulle funzioni simmetriche complete e semplici. Giom. di Batt. 

vol. V, 1867. 
Di alcuni integrali format! dagP integrali ellittici e di qualche loro applica- 

cazione, ibid, XI, 1873. 
MoltipUcazione grafica delle rette e trasformazione grafka delle figure pia* 

ne, etc. Napoli, 1875. 
Sei lezioni di geometria descrittiva. Napoli 1877. 
Sopra alcune propriety numeriche. Giorn, di BatU^ XVI, 1878. 
Versione dal tedesco di una nota di G. Fiedler : SuUa riforma dell' inse- 

gnamento geometrico, segoita da tre lettere inedite deli' autore, ibid* 

XVI, 1878. 
Commemorazione di G. Bellavitis. AtH delVAcc, Pontamana. 
Sai determinanti drcdanti. R, %Acc, di NapoU, aprile 1882. 
Gnnmemorazione di N. Trudi. AtH ddt%Acc, 'Pantamana, vol. XVI. 
Tre lezioni di geometria elementare. Napoli 1884. 
Un problema sulle espressioni difierenziali , Annali di Matem, , serie 2* , 

t. XIII, 1884* 
CoUezione di sedici memorie e note di diversi Autori. 
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G. Stephanog (Athtoes). M6moire sur ia throne des formes binaires etsiir r«li* 
minattOD. TMse prisaiUe d la FaeuiU des Sciences de Paris, Juillet iSft^. 
V. VoltWTA (Pisa). Sopra alcuni p^oblemi deila teoria del poienaale. PisaiSS^.^ 
Salle figure elettrochimiche di A. Gu6bhard. Atti deHa %> Ace, H Tih 

rinOy vol. XXIU, ii febbraro 1883. 
Sopra un problema di elettrostatica. %. %Acc. dei Lincei^ Tramtmti, 15 giQ- 
gno 1884. 
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SEDUTA DEL j APRILE 1885 



PRESIDENZA G. ALBEGGUKI 



Comunicazioni : 



Ciififtlli osserva che il teorema enunciato nella nota del sig. 

Hermite : Sur ksfoncHans holomarpbes (*) non deve considenirsi come 

nuovo, ma che solo si di di esso una nuova dimostrazione. Esso pud 

ricavaisi, con dimostrazione semplice, dal teorema, richiamato dallo stesso 

Hermite, cbe una funzione olomorfa' il cui modulo resta finlto per 

ogni valore della variabile i una costante. Un teorema analogo , pid 

generale , di ctii questo i conseguenza , fii dimostrato da Schwarz 

nella Memoria : Ueber die Integration der DifferentialgUichung A^u^o 

(Borchardt's Journal, Bd. 74) , cioi, che una funzione u la quale nel* 

r interne di un cerchio di raggio R, grande quanto si vuole, soddisia 

aU'equazione d^u^o ed h monodroma fipita e continua insieme alle 

sue prime derivate, ed ha le seconde derivate finite, e la quale inoltre 

sia tale che il suo valore per quanto cresca R resta inferiore in valore 

assoluto ad una grandezza finita g (indipendente da R), i una costante. 

Lo stesso Autore conclude che analogamente si pu6 dimostrare che , 

essendo u(r, f ) Tespressione di u in coordinate polari, se ^-^ resta 

finita in tutto il piano, oltre a soddisfare alle soUte condizioni, allora 
K^f 9)9 considerata come funzione di xeiiy,^ un polinomio intero di 
grado II in X ed in ^. 

Questi teoremi si estendono inmiediatamente ad un numero qua- 
Innque di variabili. 



O JtmnuU di Jordm^ l^ , 188$. Vedi « Rivisu bibliografica « seduu aa mar- 
20 i38$ (p. 28). 

7 
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SEDUTA DEL 19 APRILE 1885 

PRESIDEMZA G. ALBEGGIAin 

Comunicazioni : 
P. Oambera ritorna suUa coerenza dei corpi e suUe formoie 



kvit 



k 


cdV 


Pet 


Phd'^t " d ^ 


H " 


cfn' 


Fdf 


^^'^' l^^^t' 



Vt/Vf 



mostrando la relazione fra la coerenza e la dilatabilici tennica dd corpi 
e le calorie di riscaldamento necessarie per produrre un certo aumento 
di tetnperatura. 



SEDUTA DEL to MAGGIO 1885 

PRESIDEMZA G. ALBEGGIANI 

Comunicazioni : 

G. Haisano comunica alcune sue ricerche sul gruppo di punti 
situati suU' Hessiana di una curva di ordine n, le cui tangend toc- 
cano la Cayleyana; trova che sifFatto gruppo costituisce la completa 
intersezione deir Hessiana colla curva dell'ordine Sn — 18: 

F=(abH) (ablP) aT^ *r HlT^Ifl'^^o (i) 

ove a* «■ AJ — i:J =» . . . « o rappresenta simbolicamente la curva fon- 
damentale e ii^"^ =» H!^"*^ =» . . . == o la sua Hessiana. 

Pel caso particolare che la curva fondamentale sia del 4° ordine, 
perviene alia curva del 14° ordine : 

2H,H',HlH',^S^-SB*HimK'-'0 (2) 
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ove k posto 

et ul « (abuy a\ b\. 

La curva (2) che taglia suli'Hessiana i 6.14 punti, le cui tan- 
genti toccano la Cayleyana, ila stessa curva che sega la curva fon- 
damentale / == o nei punti di contatto delle sue tangenti doppie^ come 
risulta dal calcolo delle stesso Autore, fondato sopra i risultati ottenuti 
nella di lui Memoria Sui sisUmi compleii dei primi cinque gradi , etc. 
pubblicata nel Giornak di BaUaglini, vol. XDC. 

Proposta di quesiti: 

6. B. Guocia legge il seguente problema comunicatogli, con let- 
tera privata, dal Prof. P. H. S c h o u t e, deirUniversiti di Groninga : 

On donne une surface quadrique S a centre C et un plan P per- 
pendiculaire a un des axes AA' de la surface au point milieu B de CA'. 
Si d'un point quelconque de Vespace representi par M^, on paruient au 
point M^^, correspondant, en cherchant sur le droite CM,, le point conjur 
gue a Mj, par rapport h S, el d'un point quelconque M,,^, au point M^,^ 
correspondant, en prenant le point sytnltrique de M,^, par rapport a P, 
on demande a dimontrer que M,^,^ ^ M,, pour chaque point M^ de Vespau 
et de chercher le lieu des points pour lesquels M^, ^ M,, , pour lesquels 
M,»^ = M,, ou pour lesquels U^^^ = M,,^,. 



SEDUTA DEL 17 MAGGIO 1885 



PRESIOENZA P. CAMBER A 



Comunicazioni : 

F. Gavallaro espone alcuni suoi studi sopra una corrispondenza 
biiazionale d'ordine n fra due spazi a tre dimensioni, da lui ottenuta 
con pardcolare piocedimento di ripetizione di una stessa trasformazione 
quadiatica. 
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G. B. Gucoia aggiunge brevi osservazioni. 

A. OE^ielli si occupa della soluzione del problema del Professor 
Schoute, letto nella seduta precedente dal Dr. Guccia. 

Ne segue discussione a cui prendono parte i sod Pepoli e Guc- 
cia; in seguito alia quale il socio Capelli ^ riserba di ritomaie sul- 
I'aigoxnento. 



SEDUTA DEL 31 MAGGIO 1885 

PRESIDEKZA G. MAISANO 

Comunicazioni : 

A. Gapelli ritoma suUa soluzione del problema del Professore 
Schoute (vedi seduta precedente) e lo formula nei termini s^[uenti : 

Se si indica con O la trasforma:(ione piana per cut da un punto P 
si passu al punto P', coniugaio di P rispetto ad una conica fissa C» so- 
pra la retta che congiunge P col centro della conica, e con Of la trasfor- 
ma^iione dello stesso piano per cui da un punto P si passa ad un punto 
P, simmetrico di P rispetto ad una retta parallela ad uno dei due assi 
della conica e passante pel punto di me:(xp ddValtro semi-asse; se adun 
punto M, qualsiuoglia si applicano successivamente k 6 trasforma^ioni 
O, n', n, «', ft, ft', si dedurranno da M, altri 6 punti M^ , M, , M4 , 
M^ , M^ » M^ , successivamente^ VulHmo dei quali M^ coincide senipre col 
punto di parten^a M. . 

Per venire alia soluzione del detto problema comincia dallo esporre 
alcune considerazioni generali sopra i problemi geometrid che ammec- 
tono un numero infinito di soluzioni. 

Osserva in particolare che in Geometria si possono enunciare ai- 
cuni problemi per modo che essi non anmiettmio alcuna sohmooe, ov- 
vero ne ammettono un numero infinito : nei mentre che questi siessi 
problemi espressi algebricamente darebbero hiogo in genende ad un no- 
mero fioito k di soluzioni. Ci6 invero accade perchi il probkna gocH 
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mcttico h di naturt tale 4a ammettefe sempre k soluBiont imprcprk^ le 
quali esauriscono k k aoluziotu date dall'Algebra, quindi se esse sono 
tadi da ammetlere almeno ancora una soluzione propria , il oorrispon- 
doite problema algebrico ammetterebbe cosi i -f i soluzioni, do& almeno 
una piA del grado dell' equazione risultante a cui esso conduce. Tale 
equazione sari dunque soddisfatta identicamente ed il proUema alge- 
brico avii quindi infinite soluzioni. G>si p. e. il teorema che « se esi- 
ste un poligono di n lati inscritto in una conica e circoscritto ad una 
ahra data, ne esistono infiniti » h una cons<^enza immediata di que- 
sto principio. 

G>nMdera separatamente i casi di problemi posri in un campo di 
numeri o di punti semplicemente infinito, owero in un camTO di nu- 
meri o di punti doppiamente infinito, quale p. ^. il pfano. In quest'ul- 
tinx> caso mentre si pu6 asserire, che, ammettendo il problema senin 
pre k soluzioni improprk ed almeno una soluzione propria, ammetterii 
injiniie soluzioni, non si potrk d'altra parte dire, senz'altro, che esso 
ammette un numero doppiamente infinito di soluzioni ; cioi che ogni 
punto del piano soddisfisrii alle cohdizioni imposte dal problema. A tale 
oggetto occorr^io altri criteri, uno dei quali dimostra potere essere il 
sq[uente : 



k due equa:(unU in x,y risp. di grado m ed n (tn^n) che servono a 

determmart k coordinaU x,y dei k punti del piano soddisfacenti alk con- 
diiioni del problema. %Allora se k condi:(ioni del prohkma soho ver^ate 
da(m + ly punti del piano che siano V inter ses^ione compkta di unfascio 
di m+ I rette distinte can un fascio di aUre m + i rette distinte, esu 
saranno verificaU certamente da tutU i punti del piano. 

Ove poi il problema conduca ad una corrispondenza o trasforma- 
zione piana (P^ , F^ che ad ogni punto P(jc, y) fa corrispondere imo 
o pi& pund P{xfi y) e reciprocamente, e possa condursi alia determi- 
nazioae dei pimti-uniti, allora, se la trasformazione & tale da permet- 
tere di accertare £icilmente V esistenza di curve i cui punti sono tutti 
uniti, basterk dimostrare Tesistenza di una o piii curve siffatte il cui 
oidine complesstvo superi n\ essendo n' Tordine della curva checgr- 



so 
rispondead una retta della i^ figura, per potere asserire die tutti i piinti 
del piano sono unid. (OmHnua^ vedi seduta s^[uente). 

6. B. Guoda. Formok analiHcht per la irasfornuoiiont Crenuh 
niana : 

(n dispari) «, « 3 > «, - « — 2 , ««^ « i - O- 



Sia « ■■ 2(A + I . La rete omaloidica h formata da curve d'or- 
dine ifi. + i , le quali hanno un punto (2(a — i)-plo, 2(a — i punti 
doppi e tre pund semplici fondamentali. Posto per brevity : 

dove u^ , u^^^ , v^^ , v^^ indicano polinomi omogenei , rispettiva- 
mente dei gradi (a, (a — i, f* — i, (i. — 2, nelle variabili jc, , x, ; 
si hanno per Tattuale trasformazione le formole seguend : 

Infatd le curve del piano (x) conispondend alle rette 

V« + ^O'l + Xp', « o 

del piano (y) sono dell'ordine 2(x -|- i , e passano : 
i'' con 2|t — I rami pel punto 

X, « x^ = 0; 

2° con due rami pel punto di ulteriore intersezione delle linee 

X, = 0, y - 0, 



(*) Cremona, Bulletin de DarbouXy V, ^ p. 224. 
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e parimenti con due Kuni per c^uno del 

Ki*— 0— (I*— iXl* — 2) - 2((* — 
punti di ulteriore intersezione delle curve 

3° con un ramo per ognuno dei punti di ulteriore intersezione 
ddle linee : 

«. = o, £7 - o ; 

t7+«f,r-o, U(*, +*J + *,*.r-o; 

u + p*,r - o, C7 (x, + *,) + x,x,r = o. 



Fortnok anaUtiche per la trasfomuKiione Cremoniana : 
2«— 8 



. •»»-.- 3. «x»f» = 2, «,(-.) " ^- O 



3 3 3 



Sian»3pt+i-La rete omaloidica & fonnatada curve d 'online 
3(* + I , le quail hanno : un punto 2(x-plo, due punti (|x + i)-pli » 
tre punti j^pli e 2([* — i) punti semplici fondamentali. Poniamo : 

dove 11^ , u^^ , Vj,_ , v^j sono polinomi omogend, rispettivamente 
dd gnidi {*, (a — i, (* — i, |x — 2, ndle j^ , 5^ , mentre 



O Cremona, BulleHn de Darhoux, V,^ p. 227. 



dove 



« 



Se ora scriviamo Tequazione 

ed es^uiamo in essa le precedent! sosdtuzioni, h facile riconoscere cbe 
dal primo membro si staccheri il £sittore x^t^. Dico che il fattorere- 
siduale posto nguaie a zero, delia forma 

\K + X,L + X,Af - o, 

rappresenter^ I'equazione della rete omaioidica data. 

In&tti ognuna di queste curve k delPordine jf^ + i, e passa: 
1° con 2{iL rami pel punto 

X, = X, ^ o ; 

^ con (A -f I rami pei due punti 

X, « X5 = o , x^ « X, — o ; • 

f con (A rami per ognuno dd tre punti in cui le coniche 

/, « o , /a « , /, « o 

s'incontrano ulteriormente due a due ; 
4^ con un ramo per ciascuno dei 

(31* + lX3i* — 2) — 2(X(2[A — 2) — 2(a(|X + I) _3^(^— i) 

«2((i-r) 
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pund di ulteriore tntersezione delle curve residuali 

y - o , r' - o. 

4 

Si hanno cosi le fonnole di trasformazione : 



SEDUTA DEL 14 GIUGNO 1885 

PR£SID£NZA G. ALBEGGIAKI 

Ammissione di nuovi soci : Dr. Andrea Cantooe. 
Comunicazioni : 

A. Gapelli applica Tultimo dei metodi generali da lui esposd 
neUa seduca precedeQte, alia dimostrazione del teorema del sig. Schoute 
(p. 48). Manteneodo le stesse notazioni, dimostra che la trasformazione 
univoca e, risultanU dalle set trasfomuKiioni 

n, n', n, ti, n, rf, 

afplicale successivamente, i una trasformaatione identica. 

Evidentemente la trasfonnazione e dovr& essere una trasformazione 
univoca (Cremoniana) al massimo dell'ottavo online, poichi essa con- 
sta di tre trasfonnazioni di 2^ ordine e di tre di i"" online. 

Pertanto, per dimostrare che la trasfonnazione e h identica, cio^ 
che tutti i punti del piano sono punti uniti, basterii dimostrare V esir 
stenza di un complesso di curve i cui punti siano tutti imiti, ed il cui 
online complessivo sia superiore ad 8, cioi almeno eguale a 9. 

n prof. Capelli raggiunge tale intento dimostra^do con Wfi^r 

% 
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derazioni geometriche semplicissiine I'esistenza di quattio rette spedali 

e di tre curve spedali del second' ordine (una delle quali & la conia 
stessa del teorema) i cui pund sono tutti unid. 

G. Maisano. SiU ccvarianli indipendenti di 6^ grade nd co^ficknti 
delta forma Hquadratica ttrnaria. (*). 

Premette i seguend teoremi : 

1. Dato un gruppo equianannonico di 4 elemend rappresentanti 
una fonna binaria biquadradca, il gruppo Steineriano coincide col 
gruppo dato. 

n. Le quattro tangend die da un punto P della curva di 4'' or- 
dine / » o si possono condurre alio inviluppo 

(abuy «=f4«j4s.ttj« ... «o, 

sono le quattro tangend die dal punto P si possono condurre alia cu- 
bica polare di P rispetto ad / » o. 

m. Si hanno suUa curva / » o 16 pund, intersezioni della ciuva 
/ cs o colla curva 

S - (abc){abd)(acd)(bcd)a,Kc,d, - o, 

le cui cubiche polari rispetto alia stessa curva f ^ o sono equiananno* 
niche; e 24 pund, intersezioni della curva / »« o colla curva 

T « (abcXdrfy(abd)(ace)(bcf) a^Kc^d^ ej, « o, 

le cui cubiche polari rispetto ad / »» o sono armoniche. 

IV. Le quattro tangend che da un punto dd piano si possono 
condurre alia curva 

{abiiy ms^ u\^ul^tm t^wsi ... «io 



O Cfr* G- Maisano : Sistemi cmpleH dei primi cinque gradi, etc (Giornaledi 
Bmaglmi, vol XDC). 
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fomuno un gruppo equianamionico od annonico se il punto giace, ri- 
spetdvamente, sulla curva 



(a^y - o. 



owero sulla curva 



(«Px)'(«y*KPy*)* - o- - 



Da questi teoremi s^ue che la curva 5 deve appartenere al fascto 

ove A -B (itd?cy h I'invariante di 3° grado ddla forma fondamentale ; 
ed in&td nella citata M emoria trovasi : 



4 3 

e che la curva T deve appartenere al £iscio 

x.(ct&xy(«y^y(PYJ^y + ^.c/ « o , 

in cui C £ un covariante di 2^ online e di 5^ grado e quindi della 
forma 

indicando con C, e C, i due covariand di 2^ ordine e di 5" grado 
della forma biquadradca. Si trova iafatd 






serveodosi della notazione : {oinifd^fii » f^ • 
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Si conduude pertamto cbe i covarianH indipendtitti di 6^ grado um 
solamente due e del ^ ardine. 

G. B. Ouocia espone alcune sue ricerche suUe Trasfornu^jm 
Cremaniane nd piano (^ , dando implicitamente la soluzione dd que- 
sito da lui proposto nella seduta del 15 maggio 1884 (vedi pag. 5). 
Sia n rordine deUa trasfonnazione e p il numero dei pimd fimdameo- 
tali in ognuna delle figure. Sia inoltre, nel piano : 

R il punto le di cui i$ol(^che sono dotate d'una cuspide ; 

D il punto le di cui isologiche sono dotate di due punti doppi; 

/ la retta luogo d'un punto le di cui isologiche toccano la retta 
istessa secondo un contatto di second' ordine (rispettivamente in due 
punti fissi f , f)y ossia : la reita chc I tangente ffitiflessione (rispettwor 
mcnte in due punti 1, f) delle curve che ad essa corrispondono nella /' c 
nella 2^ figura. 

Th retta luc^o d'un punto le di cui isologiche toccano due volte 
la retta istessa (rispettivaniente in due coppie di pund /^ , (^ > ^1 > ^s)> 
ossia : la retta che I tangente doppia (lispetdvamente in due coppie di 
punti /, , t^\ f^y f^ delle curve che ad essa corrispondono neUa /* c 
nella 2* figura. 

Si hanno allora i teoremi s^[uenti : 

I. La trctsfornuK^ione Cremoniana ammette, in generate : 



r 24(»— i) 

punti Rj epperd altrettante coppie di isologiche dotate di cuspide; 

2- n(i7n + 6p-63)+^p(p-7) + 46 

punti D, epperd altrettante coppie di isologidje dotate di due punti doppi; 
f i8fi — 3P-27 



(*) Cfr. Guccia: Sur les transformaHons Cremona dqns U plan. (QmfUs Rfih 
*tf, L Ct p. 866). 
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rette /, eppero abrOtanie coppie di fasd (proUtHvi) di isoloffche, in o- 
gnuna dette qudU due curve corrispondentiqiudunque hanno^ ciascuna^ un 
conlaUo di second^ ardin$ am una tnedesma reUa , ri^dAvamenit in ^ 
punH fissi ; 

reUt r, ^erb ahrettante coppie di fasci (proiettivi) di isoiogicbe , in 
opmna delle quali due curve carrispondenti qiudunquehanno^ dascuna^un 
doppio contaUo con una medesima retta, rispettivamente in due coppie di 
punti fissi. 

n. / punti D, R, le rette T, I sono nel tempo istesso , rispettiva- 
mente, punti doppt, cuspids, tangenti doppie, tangenti di flesso^ d^una cur- 
va, e delTordine 6n + p — 3, deUa classe ^(n — i) e del genere 
8n — p — 10 ^ cost d^niia : 

a) luogo del punto le di cui isologiche banno un punto doppio ; 

b) invUuppo della retta che (occa le curve che ad essa corrispondono 
ndla j/ f nella 2/ figura. La curva e possiede inoltre un punto 
(r+ lyplo in ogni punto fondamentale r-plo di ciascuna ddk figure, ed un 
punto doppio in ognuno degli n + 2 punti uniti deUa trasfomuv(iohe. 

m. La curva e corrisponde punto a punto a ciascuna deUe curve 
L T jacohiane delle reti (projettive) delle isologiche relative a tutti i punti 
dd piano : Dato un punto j (owero p) delta curva f (owero f)^ per 
esso passano infinite isologiche che ivi si toccano. La tangente comune k la 

retta JJ^^ la quale i^ nel tempo istesso^ il luogo dei centri d'isologia delle 

coppie di isologjkbe che toccano, risp. in j, in i, la retta JIT. Fra i pun- 
ti di questa retta ve ne ha uno, ed uno solo, 9, appartenente alia cur- 
va ^^ le di cui isologiche hanno un punto doppio rispettivamente in j , 

in f. Nil punto e la retta jp tocca la curva e. Ficeversa, dato un punto 
( delta curva e gli omologbi j , /\ delle curve /, /, si ottengpno quali 
punti doppt delle isologiche di e . 

IV. Le tangenti alia curva e cbepossono condursi da un punto qua- 
Iwnque p del piano, sono le rette che congiungono p ai ^{n — i) punti 
di ulteriore intersa^ione ddla relatiua isologica PfFJ colta curva J(P), 
omMTo le rette che sipossono condurre da p a toccare altrove la rtlativa 
isologica PfFJ. Etc. 
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SEDUTA DEL 24 GENNAJO 1S86: 



PKESIDENZA G. ALBEGGIANI 

Elezione del Consiglio Direttivo per Tanno 1886: 

Dietro votazione a schede s^ete vengono confermad in caria 
tutti i membri del G>nsiglio Direttivo. (Vedi sedute del 20 marzo 1884 
ed ti gennaio 1885, p. i e 14). 

Ammissione di nuovisoci: Dr. Vittorio Mardnetti, Dr.|Fran- 
cesco Giudice, Giovanni D'Arone. 

Comunicazioni : 

A. CapelH rammentata la formola per lo sviluppo di una fiin- 
zione di n serie di variabili n^^ secondo le potenze del detenninante 
delle variabili, moltiplicate per funzioni derivabili da funzioni di un mi- 
nor numero di serie di variabili (^, dimostra come una funzione di piu 
di n serie di variabili n^ si possa derivare con operazioni itwariantivty 
doh con operazioni del tipo: 

n ^ ^ ^ ^ ^ ^ 



dx ' ^* dx ^ • * • ^ -^" die 



da funzioni di sole n serie di variabili. 

Detto poi numero ddle funzioni di gradi doH ndk serie di variabUi 
che soddisfano a eerie proprietb, il numero delle funzioni linearmenie in- 
dipendenti, aventi tali gradi che possono derivarsi per mezzo di opera- 
zioni invariandve dalla funzione pifi geneiale avente tali gradi esoddi- 



(*) Cfr. Capelli : Fondameuti di una teoria geturale delle forme alfgArieht (Mc' 
mode Ace. Lined, Xn, i88a). 
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s&cente a tali propriedk, dimostra che U numero ddle funitoni di gradi 
dati di n serie di variabili n^'* derivabUi con operaa^ioni invariantiue da 
fun^iom di un minor numero di variabilis e uguak a quello di tutte k 
fumiioni, degli sUssi gradi, di n serie di variabili (n — i)"^. 

M. Ii. Albeggiani stabilisce nei s^[uente modo un passaggio 
nella lezione XVn del G>rso del sig. Hermite, 2^ edizione auto- 
gra£ita 1883 pag. 118. 

Siano ot, B quantity reali e siano i*(/, ^, G(t, i) funzioni olomorfe 
delle variabili /, :^, come osserva TAutoie, Tequazione G(/y ;;) « o fa 
corrispondere aUa serie dei vaiori reali di / compresi fra a e ^^ un nu- 
men) finito o infinito di porzioni di curve o di curve intere, secondo 
i casi, le quali sono da riguardarsi quali coupures per la fiinzione : 



<^-fm- 



n s^. Hermite per mostrare ci6 considera un punto M sopra 
una di tali curve, al quale rispondono i vaiori pardcolari ^ » :^ «» 2^, 
condotta poi la normale in esso punto alia curva prende su questa nor- 
male, da una parte e dall'altra della curva, due pund N, N* infinita- 
mente vidni al punto Af ed egualmente distant! da esso per modo che 
sia MN'^ zfk MN^ »7^ ; trattasi perci6 di mostrare, che, trovati 
i vabri di ^^ in ciascuno dei punti N^ N'^ quando si consideri in 
essi X infioitamente piccolo la loro differenza & una quandti finita. 

Ora dall'equazione della normale in un punto, di affisso :^, ap- 
partenente alia curva ricavasi che lo afBsso di un qualunque punto di 
essa normale h : 



ove intendonsi esdusi i casi nei quali per cerd pardcolari vaiori di / e 
di I possa aversi G\(t, ■■ ^> ^iO> — ^' 
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Posto : 






dopo breve discussione TAutore trova che le coordinate del punto di 
affisso Z si possono scrivere : 

X^x — t\q Y r^y + t;y> 

ov^ X & posidvo ed ft, in valore assoluto eguale all'uniti, bailsegDO 
di ^ se j^ ^ o e quello di — ; se ^ » o . Per avere le coordinate di 
un punto appartenente alia parte n^ativa della normale basta suppone 
X n^ativo. 

Pongasi per brevitjl : 

Fit, K) '^ PQ, mo-- 00,0 

e si scriva semplkemente P,Q,R,S pet ?(0, , j2(0. 0. ^*' 
5(t, Q. L' affisso dei punto N situato suUa dirmoae positivs i*^ 
nonnale i : 



Z^K + u-k^ 



onde : 



<N) 




6l 
L'espressione analoga relativa al punto N* simmetrico di Nsi ot- 
tiene ixiutando > in — >, onde si ha : 



«I<N') 




e per6 : 



*(A0 — *(Ar') 





(0 



dove nell'integrale del 2^ membro bisogna supporre X infinitamente 
piccolo. Ora esso int^ale t la somma dei valori che jHrende la dif- 
ferenziale 






dt 



allorch^ la variabile cresce per gradi ^uali a dt dal limite inferiore a 
al limite superiore ^ , ma gli dementi di siffatta somma reladvi ai 
valori di / che non sono radici dell'equazione G(ty ^) b o , tendono 
a zero con X» mentre lo stesso non pu6 dirsi di quegli dementi che 
rispondono ai valori di t i quali annullano G{ty Q valori che, dopo le 
esdusioni £itte sopra, riduconsi al solo ^ » Q. Onde neirintegrale del 
2^ membro deila (i) bisogna supporre X infinitamente piccolo ed t sol- 

9 
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tanto da considerare TelementOy il quale si presenta di forma indeter- 
minata, rispondente al valore / =» 6, o altrimenti fe pennesso sostituirc 
identicamente / = 6 -|- (/ — 0) in ciascuna delle funzioni 

nel 2° membro della (i) e supporre che / — 6 tenda a zero con \, 
Con tali intendimenti sviluppando le funzioni : 

iYe + (/-6),j:±«>4")' (^(^ + 0-^). C±«xy) 

ed arrestandosi agl'infinitamente piccoli del i® ordine, poichft G(0, ^^, 
si trova : 



(/.2:±«4) 



— e ± itk)R ^ (* — ± uX)RS 



ove i segni si corrispondono. Onde : 



fL ^ + it-k 4) fLi:- ux j-\ 






|0-e)' + v]i? ((*-6y + >.*}*5 



E per6 : 
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Trattasi ora di trovare i valori dei due integral! nel 2° membro 

di questa espressione, supposto compreso fra «, p e X convergente ver- 
so lo zero, n primo di essi integrali i stato studiato dallo stesso si- 
gner Hermite a pag, 109 del detto corso autografato ed egli ha tro- 
vato, quando 6 ^ compreso fra a, ^ : 

Lim. (^ '^dt 



im. (^ ^ 

-o J (/_ey 



X.o ./ n—L^^^y^^ ~'^- 



11 secondo integrale, eseguendo I'integrazione, di : 



/ 






onde : 



ini. [^ M^-J)iL==.o 



Lini 



e pero : 



»(Ar) -^N')=^- 'y^^ . O 



(*) Cfr. Hermite Cours professi a la FaculU des Sciences de Paris {Paris 1883, 
pag. 116), ed anche : Sur quelques points de la thiorie des Fonctions {Acta Societatis 
Scientiarum Fennica XII). 

II sig. Gousart in una lettera diretta al sig. Hermite {Acta Mathematica I, pa- 
gioa 189) dimostra, in modo piu generale, il suddetto teorema applicandovi il teorema 

di Cauchy: per vero il fattore -— i-^-V-- 6 il coefficiente di -— nello sviluppo di 
^y . ^ J?'^ 1 cio6 ii residue della funzione ^ V Ij relative al pole ^ ^» 6. 

G( + *, <50. 
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SEDUTA DEL 7 FEBBRAIO 1886 

PRESIDENZA G. ALBEGGIAMI 

Ammissione di nuovi soci : Prof. Temistode iJona, In- 
g^nere Salvatore Rotigliano. 

Elezionedel Bibliotecario del Circolo : Dr.VittorioMar- 
tinetti. 

£ presente alia seduta il Dr. T. A. Hirst di Londra. 

G. B. Guocia : Estensione di alcuni teoremi di Hirst sidktra- 
sforfna:(ioni quadratichcj alle corrisponden:(e Cretnoniane Sordini n nd 
piano. 



SEDUTA DEL 21 FpBBRAJO 1886 

PRESIDEMZA G. ALBEGGIANI 

Ammissione di nuovi soci: Prof. Michele Cantooe. 
Comunicazioni: 

T. A. Hirst. F. R. S. Sur la congruence %pcceUa, du troisvant 
ordre et de la traisihme classe. 

M. le Dr. R o c c e 1 1 a , dans une Th Ase intiressante SugU enti i to- 
metrici dello spa:(io di rette generaU dalle inferse:(ioni d^ complessi com- 
spondenii in due piu fasci proieitivi di complessi lineari (Piazza Anne- 
rina, 1882), a signali Texistencc d*une congruence du 3***^ ordre et dc 
la ^^"^ classe, dans laqueile je viens de reconnaiure un cas particulier de 
la congruence Cremonienne que j'ai itudiie dans mon dernier Mi- 
moire On Congruences of the Third Order and Class. (*) 



(*) Proceedings of the London Mathematical Society, Vol. XVI, 1885. 
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Pour mettre en Evidence cette liaison je rappelle que la congruence 

R o c c e 1 1 a dont il s'agit , peut £tre definie comme lieu d'une droite 
qui s'appuie sur trois rayons correspondants de trois £iisceaux projectiiis 
'^i (>)' ^s (P)' ^% (^) <lonn^ dans Tespace. Parmi les droites de la con* 
gnience (5, 3) qui forment ce lieu se trouvent les g^&ratrices de trois 
cdnes du second ordre, et les tangentes de trois coniques. Chacun des 
trois c6nes a pour sommet un des trois centres A^, B^, X^ et passe 
par les deux autres; chacune des trois coniques est situ£e dans un des 
trois plans a, ^ ^ et touche les deux autres. Par consequent, pour 6ta- 
blir r identity de la congruence dont il s'agit avec celle que j' ai traits 
dans mon Mimoire , il £iut et il suffit de faire voir que la premi&re 
d^ermine entre les points de deux quelconques des trois plans, entre 
R et ^ par exemple^ une correspondance de Jonquiires (isographique) 
du troisi^e ordre qui poss&de deux points-unis C et D (voir art. 8 
de mon Mtooire). 

Pour cela j' observe que le lieu d' une droite d'une congruence 
(3* 3) 4^^ rencontre une droite arbitraire donnte est^ en gte&ral, une 
sur&ce gauche du sixi&me degri, pour laquelle la droite arbitraire est 
triple. Dans le cas 06 cette droite est prise arbitrairement sur le plan 
a, la sur&ce gauche se decompose, ^demment, dans les tangentes de 
la conique situ^ en ce plan et dans une sur£ice gauche, du quatri&me 
degr6, pour laquelle la droite directrice a est simple. Mais une g6n6- 
ratrice de cette demiire surface se trouve enticement dans le plan ^; 
c' est la tangente , outre que a^ , qu' on peut mener k la conique du 
plan p par le point {a, a^). En Ticartant il reste donc\ pour section 
de la sur£ice gauche par le plan ^ , une courbe du troisi^e ordre. 
Cest la courbe qui correspond projecdvement k la droite arbitraire a 
du plan a. Elle possMe ividemment en B^ un point double , puisque 
deux des generatrices du cdne qui a B^ pour sommet rencontrent la 
droite a. 

On sait que pour chaque couple de £iisceaux projectife il arrive, 
deux fois , que deux rayons correspondants se rencontrent. On voit 
aussi qu' une droite quelconque qui passe par un tel point de rencontre 
et s'appuie sur le rayon correspondant k ces deux-li, dans le troisi^me 
faisceau, appartient k la congruence; comme y appartient aussi chaque 
droite du plan des deux rayons incidents qui passe par la trace de ce 
rayon correspondant. 
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Or pour les faisceaux A^ (ff), B^ (^) les deux points de rencontre 
des rayons correspondants sont, ividemment, les points-unis C et Z), 
de la correspondance entre a et p, et les traces^ sur les plans de ces 
couples de rayons , des rayons qui correspondent , respectivement , i 
ces couples, dans le troisi&me fiusceau, sont les points C et D^ de men 
M6moire (art. 8). 

J'ajoute que, pour les feisceaux A^ (a), X^ ($), les deux points de 
rencontre des couples de rayons correspondants, sont des points fon- 
damentaux simples Al , ^/' de la correspondance entre a et ^ ; de 
m6me, pour les faisceaux B^ (^), X^ (^) ce sont des points fondamen- 
taux simples jB/", 5/'", Les points fondamentaux jB/, B/', ^/", 4""> 
respectivement associis aux pricidents, sont toujours les traces, sur le 
plan de deux rayons incidents, des rayons qui correspondent k ceux-d 
dans le troisiime fiiisceau. 

n me reste seulement i £ure observer que ce qui caract^e la 
congruence R o c c e 1 1 a, comme congruence Cremonienne, c'est que 
les points correspondants des droites A^A^^ et 5/"S/'" sont situfc, 
deux i deux, sur les tangentes d'une conique, dont le plan est ^ ; et 
ceux des coniques (^^,^4/"^/"' CD) et (B^B^B^^CD) sur les gi- 
n^trices d' un c6ne du second ordre , dont le sommet est X^ . Ces 
relations dans la congruence (3, 3), plus g^nirale, que j' ai ^tudi6e dans 
mon Mtooire, n'ont pas lieu. 

G. B. Guccia aggiunge nuovi risultati sull' argomento esposto 
nella seduta precedcnte. 



SEDUTA DEL 21 MARZO 1886 

. PRESIDENZA G. ALBEGGIAMI 

Comunicazioni : 

G. Slaisano comunica alcune ricerche intomo a certe curve co- 
varianti analoghe alle curve Hessiana , Steineriana, e Cay- 
ley an a di una ciurva fondamentale di online n. 
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Nel sistema doppiamente infinito delle k^ polari dei punti del 
piano lispetto ad una curva fondamentale f ^ d* ^ K "^ • • • — o vc 
ne ha un numero semplicemente infinito che hanno un punto doppio. 
n luogo dd relativi poll h una curva ddl'ordine ^h(n — k — if : 

s,iy) - (I) 

che si pu6 ottenere eliminando le x fra le 3 equazioni : 

/^<-*-*a, «o. 



aJar^'a,«o, (2) 



d^cC^^'^^a^ = o, 

n luogo dei punti doppi di queste k^ polari & una curva dell'or- 
dine 3ifc*(n — h — i) : 

A*W « o (3) 

che si pu6 ottenere eliminando le y fra le equazioni (2). 

L'inviluppo delle rette che uniscono un polo y col punto doppio 
della relativa polare fe una curva della classe ^h{n — k — i)(n — i) : 

Q(u)=o. (4) 

Chiamando S^{y) =^ ^ Aj(x) ^ o , Q(u) = o, rispettivamente, 

If^ Steineriana, fr" Hessiana, i"* Cayleyana della curva 
/ » o , si hanno i s^[uenti teoremi : 

I. Le (n — *^** polari dei punti della A°* Hessiana rispetto alia 
curva fondamentale J toccano la k^* Steineriana net punti corrispon- 
denli, 

n. Le k^ polari dei punti della k^* Steineriana rispetto alia 
curva fondamentale^ toccano (impropriamente) nei punti corrispondenti la 
Hessiana . 
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m. Se la curva fondamentak f -^ o ha un punto di ondtdas^iont, 
nel qual caso si deve anntdlare un invariantt di /, quisto punio i comine 
alk tre curve f ^ o, \ ^ o, ^^^ o; reciprocamenU^ un punto comune 
a quesU tre curve i un punto di onduUviiom per la curva f ^ o. 

G. B. Gniccia declina la priority di una soluzione delle equa- 
zioni di condizione per le trasformazioni Cremonianey contenuta in una 
nota dell*Aminiraglio de Jonquiires (*). Nel mese di ottobre 1885 
gli era occorso di comunicare verbalmente all'illustre geometra francese 
i due risultati seguenti : 

i.^ Ove jw « -= 2" (m numero inter oj si ha sempre la solw^um^ 
coniugata a se stessa, 

a, « «, = a^, = a,, = ... = a^^ « 3 C*); 

2^ In ogni trasforma:(ione Cremoniana d'ordine pari, in cui gli or- 
dini di moltiplicita dei punH fondamentali sono tutti dei numeri pari, 
si hanno necessariamente tre punti fondamentali semplici. 

In ordine alia prima proposizione gli corre I'obbligo dichiarare 
aver ^li ignorato che di quella soluzione si fossero occupati con prece- 
denza : il Dr. Hirst nella nota On quadric Transformation (Quar- 
terly Journal y n° 68, 188 1) ed il Dr. Sturm nella Memoria Ueber 
die reciproke und mit ihr :(usammenhdngende Ferwandtschaften (Math. 
Annalen, XIX, October 188 1). 



(*) Sur Us transfortnations giotrUtriques btratumnelles d'ordre n {Comptgs Rendus, 
t. CI, p. 720, 19 octobre 1885). Posterionnente il sig. de Jonquil res ha conti- 
nuate le sue important! ricerche sulle equazioni di Cremona, dando alia luce le note: 
Modes de sohUum ^une qtUstion ^AnaJyse inditermitUe, qtd est fimdamintale dans la AAh 
tie des transformations Cremona (Extrait des Omptes *^endus, t, CI ^ s&mces des 2 
et 9 novembre 1885, avec additions); itude sur une qtUstion d* Analyse indHermmk. 
{Giornale di Battagliniy 1886, vol. XXIV). Cfr. inoltre : Guccia, Sur Jes tranrforma- 
tioHs giomitriques planes birationnelles. (Comptes Rendus, t, CI, stance du 26 octobre 
1885). 

(**) Posto w= 3 si ha la soluzione del Cay ley (Proceed, London MaAemath^ 
Society IQ, p. 143). 
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SEDUTA DEL 4 APRILE 1886 

PRESIDENZA F. CALDARERA 

Ammissione di nuovi soci : Professore Giuseppe Taschctti. 
Comunicazioni : 

A. CSapelli presenta al Circolo un volume manoscritto del de- 
funto professore Gaetano Bati (*) contenente lezioni di Geoinetria 
anaiitica nello spazio e firammenti diversi liguaidanti problemi risoluti 
dali'Autore. Fa notare come le lezioni di Geometria anaiitica nello spazio 
possano riguaurdarsi come la prosecuzione di quelle di Geometria ana- 
iitica del piano, il cui manoscritto si trova conservato presso questa 
Biblioteca Comunale. Venendo quindi a parlare dei sopraddetti 
frammend, osserva come specialmente importante il seguente teorema: 

Uellisse di area massima inscrivibile in un triangolo i quella che lo 
tocca mi punti di me:(p^o. 

In proposito a ci6 lo stesso socio A. Capelli fa delle osserva- 
zioni sue proprie indicando un metodo generate che pu6 servire per la 
dimostrazione di questo e di alcuni altri teoremi analoghi. 

F. Giudice fa conoscere un nuovo metodo sulla dtterminaT^ione 
ddk radici reali delk equa^ioni a coefficienti numerici reali j il quale 
riesce spesso conveniente per la risoluzione approssimata delle equazioni, 
specialmente quando, per essere queste di grado elevato riescirebbe molto 
incomodo cosi Tuso dell*equazione alle difFerenze (**), come Tapplica- 
zione del Teorema di Sturm. 



O Gaetano Batii, nato in Palermo Tanno 1783, fu professore di matematiche su- 
blimi in questa University per lo spazio di sette anni. Nominato a tale ufficio ncl 1834 
cessava di vivere nel dicenibre 1842. L'aver potuto esaminare il manoscritto presen- 
Uio al Circolo si deve alia gentilezza della famiglia Jacona che ne b pioprietaiia. 

(•*) Lagrange - CEuvres - Tome huiti^me - Chapitre premier - Probltoe 8. 

10 
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Avendosi un'equazione, che suppongo senza radici multiple, la si 
poDga sotto la forma : 

scdta per modo che /(x) e 9(jc) siano entrambe costantemente c^^ 
scend mentre x percorre rinten-allo (fl, A), dove suppongo a> o, i>^. 
Perchi ci6 sia, h necessario e sufficiente che si mantenga 






mentre x percorre il detto intervallo. Si potri sempre ottenere questo 
in infiniti modi; e lo si cons^uirii in ogni caso immediatamente se, 
dopo d'aver ridotta a zero I'equazione , si trasporteranno tutti i ter- 
mini negativi nel secondo membro perchij cosi /(jc) e 9(jc) saranno po- 
linomi con soli termini positivi. 
Si formino i valori 

/(a) m 9(a) ^b) 

Essendo arbitrario I'ordine dei due membri della (i), potremo sup- 
porre/(a)<<p(a). 

In causa delle ipotesi (2), se una radice X della (i) cade nell* in- 
tervallo (a, b)y deve cadere /(X), = ?(-X), tanto nell 'intervallo [/(«)> 
f{by\ quanto nell'altro [9(tf), ^(t)] per cui se questi non avranno niente 
di comune I'equazione proposta non avri nessuna radice neirintenrallo 
(a, b) considerato. Segue che se una radice cade in questo, disponendo 
per grandezza crescente i valori /(a), /(t), 9(a), 9(A), f{X) «= ?(X)> 
avremo o I'uno o I'altro dei seguenti casi : 

(I) m ?(«) /(x) = 9W m m 

(H) Ka) 9(a) /(X) = 9(^) ?(*) /(*) 
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onde si riconosce (*) che la minor radice della (i) superiore ad a 6 li- 
mite di a^ , al crescere indefinitamente di f , purchi sia fatto 

Si riconosce parimenti che la maggior "radice della (i) inferiore a b 
i limite di i,, al crescere indefinitamente di j, purchi sia fatto 

nel caso (I) : ?(^) = /(*) 9(K) = /(^-,) 

e nel caso (11) : /(*,) - ?(fr) /(*,) = (p(^^,) 

Se nessuna radice cadesse nellMntervallo (a, /;), il procedimento di 
calcolo ora indicato ce ne awiserebbe perchi le a^ diverrebbero mag- 
giori di ft e le i, diverrebbero minori di a. 

Indico con a la minor radice di (i) superiore ad ^ ed indico con 
P la maggior radice inferiore a b, Siccome la (i) non ha radici multi- 
ple potremo spingere il calcolo fino ad ottenere a^ e ft, abbastanza vi- 
cine ai loro limiti a e ^ perchi la niinore radice di 

^^^ dx ' dx 

superiore ad a^ sia pure superiore ad «, e la maggior radice, di questa 
stessa equazione, inferiore a ft, sia pure inferiore a p. Calcolando in 
simil guisa i numeri a^ , , fl^ ^ , a^.^^ ... costantemente crescenti aventi 
per limite la minor radice della (3) superiore ad a^^ ed i numeri ft,^ , , 
^ 1 J ^1 1 > • - • costantemente decrescenti aventi per limite la maggior 
radice della (3) inferiore a ft, , potremo quindi spingere il calcolo fino 
ad ottenere un numero A ^ a^,^ maggiore di a ed un numero B = bs ^ 
minore di p. Pel teorema di Rolle cadri allora la sola radice afi-a a 
ed i4, o meglio fi-a a^ ed ^; e cadri la sola p fra ft e 5, o meglio 
fra ft, e B. Potremo prendere per ^ e B il primo numero a^^^ ed il 
primo ft, „ per cui si ha : 
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im - ?(*)] X [/(*, ,) - ?(*.. 0] < o 

Cosi avremo separate le radici a e p. Procederemo a limitare le 
altre radici reali che cadono nell* intervallo (a, b) operando rebtiva- 
mente all' intervallo (^,S) come gii s'i operate relativamente a 
quello. 

Volendo limitare tutte le radici positive prenderemo per a e t lo 
zero ed un numero maggiore di tutte le radici reali della (i). 

A. Gantone comunica i seguenti teoremi suUa cubica gobba : 
I. Se si projetta da un punto qualunque di una retta data r la cu- 
bica gobba T e si cerca della retta r il piano polare rispetto al cono di 
f or dine cost generato, questo piano passa costantemente per una retta r*. 
Le retie r ed r* sono le trasversali alle quattro corde situate nei piani 
tangenti di r, che passano per r. 

Applicando il principio di dualiti si ottiene : 

Segando con un piano qualsiasi passante per utia retta data r la sur 

perjicie 2, sviluppabile osculatrice della cubica gobba r, i poli della retta 

r, rispetto alle curve di f classe cosi generate, sono situate su una retta r^. 

Le relte r ed r, sono le trasversali alle quattro rette direttrici pas- 
sant i pei punti dUncontro di r con la super ficie 2. 

n. Se da un punto qualunque di una retta q del compksso diprimo 
grade n determinate dalla curva T, si projetta essa curva r, il piano 
polare di q rispetto al cono di f or dine cost generato passa cosiankincntf 
per un'altra retta cf del tnedesimo complesso O, e viceversa; inoltre se con 
un piano qualunque passante per q seghiamo la sviluppabile osculatrice ^, 
il polo di q rispetto alia curva di f classe, che si viene a determinare, 
giace sulla retta q', e viceversa. 

In virtd di tali propriety alle rette ^ e ^' si pu6 dare il nome di 
rette polari coniugate rispetto alia cubica gobba r. 

m. Una retta q del complesso n sega la superficie 2 in due punti 
reali e due imaginarl coniugati formanti un rapporto equianarmonico. 

Se (A e V sono i due piani tangenti reali di F nei punti Mci Ny 
passand per la retta q e seganti ancora r rispettivamente nei pund M' 



J 
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ed N', la retta q\ polare coniugata di 9, h V intersezione dd piano 

tangente di r in Af' e s^ante in M, col piano tangente in N' e se- 

gante in N. 

Richiamando poi la definizione di punti congiunti e di piani con- 
giund relativamente ad una cubica gobba (*), dimostra il teorema : 

IV. / piani congiunti a quelli passanti per una retta q del com- 
plesso n sono i piani osculatori della cubica gobba luogo dei punti con^ 
giunti a quelli situati suUa retta q. 

Ihfine richiamando la trasfonnazione razionale ed involutoria, che 
si pu6 stabilire per mezzo di una cubica gobba r (**), si ha, che le 
superficit di f ordine Day corrispondenti at piani a dello spas^, oltre a 
passare per la curva r, risultano inscritte alia superficie 2^ ossia la curva 
del ^ ordine, base della trasformas^ne, si compone di due cubiche gobbe 
infinitamtnte vicine. 

Se il piano « seg^ la curva r in tre punti distinti A^ B t Cy al- 
loia la superficie ria si pu6 ottenere dalla trasfonnazione del piano a 
per punti congiimti rispetto ad un' altra cubica gobba A passante pei 
pund Ay B e C Q quivi tangente alle tre rette , che sono le trasver- 
sali alle tangend di r nei sudetd pund. Mediante le curve r e A si 
pu6 quindi stabilire una corrispondenza involutoria di pund, tanto sul 
piano a, quanto sulla superficie corrispondente lla. 

Quando il piano a h osculatore di r, allora esiste un numero 
semplicemente infinito di curve A, le quali possono trasfonnare il pia- 
no a nella superficie n^. 

Supposto il piano a all 'infinito enuncia i s^;uend teoremi : 

V. Se il piano alV infinito sega una cubica gobba in tre punti distinti, 
esiste una superficie di f ordine, la quale bisega le corde nan solo della 
curva data, ma ancora di un'altra cubica gobba^ che ha in cotnune con 
la precedente, oltre i tre punti alV infinito, altri due punti e j piani oscu- 
hoori. 

VI. La superficie gobba di f grado, la quale bisega le corde di una 



O Cremona. Memoria sulla cubica gobba. {Nouvtlkf Ann. de Math. a.« s^rie 

L I.). 

(**) Reye. Lezioni sulla geometria di posizione, p. U, Lez. 14*. 



74 
parabola gobba, bisegberh ancora le corde di un nutnero sefnplicmenU in- 

finito di parabok gobbcy ognuna ddle quali t dtttmUnaia da un punto 

prtso sulla superfide. 
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Comunicazioni : 

M. CSebbia stabilisce un tnelodo per fortnare U tqua^ioni a diri- 
vote par:(iali delle superficie che amtnettono una generatrke di forma co- 
stante, fondato sulla considerazione chela generatrice, senza defonnarsi, 
vien trasportata nel moto di un sistema invariabile. Questo metodo co- 
sdtuisce quindi un'applicazione della Geonutria del tnavitnento. 

Siano 5, '^9 C> 1^ coordinate cartesiane di un punto rispetto a tre 
assi ortogonaU mobili col sistema che trasporta la generatrice ed^,)', 
:; le coordinate dello stesso punto rispetto a tre assi ortogonaU fissi, a 
cui si vuol riferire la superficie. Si definisca la generatrice con tre 
equazioni 

5 = ?(e), >i=-+(e), K-y.m, 

ove ^ un parametro vaiiabile e si considerino le note relazioni 



5 =. fl„ + d^v + '»,>' + a^K = 9(0) = ? 
(0 >i - *o +*.* + *,>-+ *,^ - +(0) « + 
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Per definire il moto della generatrice si suppongano le dodici gran- 

dezze a, b, c espresse in fimzione di un altro parametro indipendente r. 
Si segnino con 9', 9", . . ^ji', vj;", . . le derivate di 9, ^j/, x rispetto 

a 6 e con flo > *o > ^o > ^i > • • ^o > • • ^^ derivate di fl^ , i^^ , . . rispetto 
a T. 

Le grandezze 0, t possono sostituirsi alle jc, y nella quality di 
variabili indipendend della quisdone, ed esse determinano suUa super- 
ficie un sistema di coordinate curvilinee costituito dalla serie delle di- 
verse posizioni della generatrice e da quella delle traiettorie dei diversi 
pund di essa. 

Diflferenziando le (i) rispetto a ed a r, si otdene 



dx ^ dy ^ di I 



(2) 



*.-^+*.-l- + *,^-f 



'de 



de 



de 






dx 



dy 



d? 



"•dT + "'"57 + "j'd? + "» + "■* + '^'^ + «1^ =• o 



(3) ( *.|7+*.-^ + *,^ + *; + *> + i;>' + *;? = o 



d* 



dy 



c,-sr -i- c,-±- + c, 



dr 



dt 



+ c; + c[x + c'^y + c^;^ => o 



Moldplicando 1 due membri delle (2) risp. per a, , b,,c^, o per 

''a > ^t > '^a > ^ P^** <', i ^) > '^} > ^ sommando ciascuna volta ; poi fa- 
cendo lo stesso con le (3), si ha per note relaaoni : 
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(4) 



do -*' 


dy 


a? 
do 


/ dx 




a? 

dr 



•=• X 



N, 



ove 






A = ()j» — x^_x 



w? — px — 14 



N = X* — ■jry — 












G6 posto, il metodo consiste nello stabilire le equazioni, che sa*- 
vono al cambiamento delle variabili indipendenti x, y nelle altre 6, ''• 
Si ha dapprima 

_d£ _^ dx_ d^ dy 
do "° dx do ■•" dy ■^' 



dT 



dx dr dy dr ' 



i: d^ d^ 



le quali, scrivendo come di solito p , q invece di -3^, -3^ e per k 
relazioni (4) diventano 
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i^p + vy — X « o, 

cbe sono due equazioni a derivate parziali del i° oidine racchiudenti 
le funzioni generalmente arbitrarie <P> V, x, A , M, N . 

n significato geometrico di queste equazioni si rende manifesto os- 
servando che <P, ¥, X sono proporzionali ai coseni d^li angoli che la 
tangente alia curva forma con gli assi fissi; che — a , — M, — N espri- 
mono le componenti della velocity del punto generatore secondo gli 
assi fissi, e sono quindi proporzionali ai coseni degli angoli che la tan- 
gente alia traiettoria di questo punto forma coi detti assi; che infi- 
^^ /> 9i — I ^0^^ proporzionali ai coseni d^li angoli determinati con 
gli assi fissi dalla normale alia superficie. Le equazioni (5) esprimono 
dunque che la normale alia superficie & perpendicolare : 1° alia tan- 
gente alia curva generatrice; 2° alia tangente alia traiettoria del punto 
generatore. Queste propriety, stabilite a priori, com'& agevole, potreb- 
bero condurre a quelle equazioni direttamente. 

Da esse si possono dedurre tre altre equazioni a derivate parziali 
del 2^ ordine che racchiuderanno insieme alle precedenti altre funzioni 
arbitrarie, e che saranno quelle esprimenti la trasformazlone delle de- 
rivate seconde di :(. Per ottenerle basta diiFerenziare le (5) rispetto a 
ed a T. In questa maniera si perviene apparentemente a quattro equa- 
zioni , che per6 si riducono eflfettivamente a tre in virtA delle identity 

d dx d dx 



le quail si traducono nelle relazioni 



(J5L.J^ _,,_,., 



(6) V-3I 5^=X:c-*p, 



dN 




do -♦*-''• II 
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Le tre ^uaglianze che in tal modo si ottengono sono le s^ead : 



* a/ 



*'/ + V'g — X' + *V + 2*WJ + W*/ « 



(7) 



A*r f (aV + M*)J + MV/ + 



'Pi X, P 



s= 



A'/> + Wq — W+[Kpq—K(i +p^) — fql\ 



ove <!»', 'F', X' indicano le derivate parziali di *, S^, X rispetto a ft, 
a', M' n' le derivate parziali di a> M, N rspetto a t : son queste le 
nuove funzioni arbitrarie. Poi r, j, / rappresentano, come di solito, le 
derivate seconde di ;;; rispetto ad x ed j^. 

Cosi potranno formarsi successivamente quattro equazioni del terzo 
ordine, cinque del quarto, etc., che conterranno come funzioni gene- 
ralmente arbitrarie le derivate parziali successive di *, V, X rispetto a 6 
e quelle di A, M, N, w, x, P rispetto a t. 

Definita la natura della superficie, imponendo speciali condi- 
zioni alia generatrice, o al moto di essa o ad entrambe le cose in- 
sieme, per otteneme Tequazione a derivate parziali si elimineranno le 
arbitrarie fra tante equazioni dei gruppi (j), (7) e seguenti , quante ne 
son necessarie, tenuto conto delle condizioni sudette. 



Applica brevemence il processo esposto alia ricerca delle equa- 
zioni a derivate parziali delle superficie cilindriche, coniche, di rivo- 
luzione, etc. 

Superficie cilindriche. Queste ammettono due serie di generatrici 
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di fonna costante. Una e la rettilinea , epper6 4» , T x sono co- 
stand e la prima delle (5) i gii Tequazione cercata. L'altra c una 
curva qualunque moventesi in traslazione, onde siha7c=^)c = p=^o, 
mentre X, (a, v sono costanti, e la seconda delle (j) diventa 

^/> + (xy — V = o, 

cioi sotto altro riguardo si perviene alio stesso tipo d'equazione. 

Superficie coniche. La generatrice h rettilinea e passa per un punto 
fisso (fl, by c)y onde le sue equazioni nel sistema fisso sono : 



X — a _ y — b __ z — ^ 



e la prima delle (5) si pu6 scrivere 

(x — a)p + (y — b)q^^ — c, 

ch'i Tequazione cercata. 

Superficie rigaU generali. Le *, V, x sono indipendenti da ft, on- 
de ^j' = V' = X' == o e la prima delle (7) si riduce a 

4>V + 2*VJ + V*/ = O. 

DiSerenziandola rispetto a 0» si ottiene 

♦'m + 3**Tz; 4- S^^'^to + ^^m = o , 

ove Uy Vy Wy ui Indlcano, come di solito, le derivate terze di :(. Eli- 
minando <&, ^ fra queste due forme binarie, si perviene all'equazione 
nota delle superficie rigate. 

Superficie sviluppabili. Come per le rigate generali la prima delle 
(7) si riduce a 

*V + 2*W5 + W*/ = o, 



8o 

che si pu6 scrivere 



W 



(*r + Vj)* + (♦j + V/)V — o. 



Inoltre, af&nchi le generatrici consecutive s* incontrino , h neces- 
sario che il moto istantaneo della generatrice si riduca ad una rotazione 
semplice e che Tasse istantaneo di questa incontri la generatrice. La 
prima condizione richiede che sia 

>1C + (XX + vp = o , 

che, aggiungendovi un'identiti, si pu6 scrivere 



(*) 



Aw + MX -f Np = O, 



Per esprimere la seconda condizione si osservi che le coordinate 
(di retta) della generatrice sono , 



e quelle dell'asse istantaneo 



w 



P, X, 



onde la condizione d'incontro prende la forma 



(0 



A* + MV + NX « O. 



Eliminando A, M, N fra le (*), (c) e la seconda delle (5), si ot- 



tieee 



*, 


V, 


X 


«, 


*, 


p 


p. 


?. 


- I 



e b seconda delle (7) si potrk scrivere 
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W 



(Ar + MO* + (AJ + M0^ = O- 



Ora dalle (a), (d) si ottiene 



Af + MJ, AJ + M^ 



*, W 



A, M 



r, s 



Sy t 



n primo determinante di questo prodotto non pu6 essere general- 
mente niillo, onde resta 

f / — J* — o , 

ch'i la nota equazione delle sviluppabili. 

Superficie di rwolu:(tam. L'equazione si ricava dalla seconda delle 
(5). Ammettendo che I'asse deUa superficie passi per I'origine degli 
assi mobili e che questa concida con T^rigine dei fissi , si ha X » (a 
s V Bs o e la cennata equazione si riduce a 



ove IT, X, p si debbono riguardare come costand. 

Superficie canali. L'equazione a derivate parziali del prim'ordine di 
queste superficie, che si ricava di solito riguardandole come inviluppi 
di sfere, non si pu6 dedurre col processo qui svolto, se non implican- 
do le primitive (i), dapoich^ in questo caso Teliminazione delle a, by Cy 
fira queste equazioni diventa possibile, e se ne ricava una primitiva, 
della quale le (5) sono le derivate , e che diventa utile per V elimina- 
zione delle arbitrarie. Cosi awiene che nell^equazione finale,^ oltre alle 
derivate parziali di :^ entri la ;( stessa. 

La generatrice & un citcolo di raggio J?, che supponghiamo trac- 
ciato nel piano ^ >) col centro> all'origine degH assi mobili, onde t 
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9' « — if sen 6 , <j^' « 1? cos 6 , x' •« 0, 



per cm 



(0 ♦' + V* + X' - ?'* + ^/'* +X'* « **• 

L'origine d^li assi mobili rimanga sempre nel piano xy,^ quale 
il piano ^iq resti sempre perpendicolare. Si ha quindi 

c, - 0; «o^, + *o^ + ^oS'=^• 
Il movimento istantaneo h una rotazione, U cui asse i sempre pa- 
ralldo all'ass^ :;, onde 



vs=ir»xeo, N«=»o 



e si lia 



(0 A^^ + MV-o, 

La seconda delle ($) diventa 

(g^) A/> + M y « o 

e dalle (/), (g^) si ricava 



^q — ^p >= o. 



Da questa e dalla prima delle (5) si ottiene 



P* + r P' + y" 
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Sostituendo quest! valori nella (e), risulta 

Ora la X si pu6 espiimere in :;^ per mezzo delle (i). Infatti da 
queste si ricava 

K = ^,Qt — (^o) + *,(* — U + sOc — O 
owero^ per le precedent! eguaglianze, 



l^a^9 + ^^^ 



ed inoltre si ha 



X-fl39' + *3+' = — tf3* + *3?. 



Dr queste si deduce, per note relazioni , 



X* + :?:* = iP 



e la (H) diventa 



0+/>' + ?0?'-JP> 



ch'i Tequazlone nota delle superficie canali. 



Termina deducendo I'ordine differenziale dell'equazione a derivate 
parziali genende delle superficie che ammettono una generatrice di 
forma costante, dapoichi difficoM insormontabili di eliminazione vi^ 
tano di poterla fbrmare. 

Per brevity dilinguaggio si indichino coi simboli 0, t le equazioni (5), 
coi simboli 0*, 0'?, t* le equazioni (7), e cosi di s^uito analogamente. 
Cosi queste equazioni e quelle che si potranno ottenere pros^[uendo 
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il medesimo processo sannno indicate da simboli , coi quali a pu6 

foimare il s^;uente quadro : 

0', e'T, o^s T 



J 



OS e'T, o't% ot\ t4, 



Se ben si considera il modo come queste equazioni vengono suc- 
cessivamente formate, si riconosceii che Tequazione indicata dal sim- 
bolo S* T« contenA le arbitrarie 4», V, X e tutte le loro derivate rispet- 
to a fino all'ordine m, e dippifi k arbitrarie A, M, N, ic, x, p e 
tutte le loro derivate rispetto a t gno all 'online n, sicch^ questa equa- 
zione conteni in tutto 3 m -f 6if ari)itrarie. 

Intanto & facile verificare che il numero delle equazioni cresce piii 
rapidamente del numero delle arbitrarie, e quindi sar4 infine possibile 
di eliminare quest' ultime, ottenendo in tal guisa equazioni a derivate 
parziali, che rappresenteranno la condizione, intesa nel senso piji laigo, 
che una superficie ammetta una generatrice di forma costante. Eviden- 
temente sar^ possibile in pid maniere di separare dalle precedend un 
gruppo di tali equazioni, che permettano di eliminare tutte le arbitrarie 
che vi son contenute. Ma allora si presenta la quistione di cercare fo 
siflfatti gruppi quello, o quelli, per cui I'ordine diflferenziale dell'equa- 
zione risultante sia il minimo possibile. 

Per risolvere questa quistione osserviamo primieramente che, p^ 
separare dal precedente schema gruppi di equazioni che ccmteogano 
Certe arbitrarie, e queste sole, & necessario che coteste arbitrarie aon 
siano scelte comunque, ma che siano le $, V, x e tutte le loro de- 
rivate rispettp a fino ad un cert'ordine m e le A, M, N, ir, x, p e 
tutt^ 1^ loro derivate rispetto a t fino ad un cert'altro oidioe ti, poi" 
ch^ preciswiente in questo modo le arbitrarie compariscono ndle equar 
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zioni. Ed allora le equazioni contenenti queste sole arbitrarie sono tutte 

quelle rappresentate dai simboli 6»*t% ove pt =» i, 2, . . . m; v — i, 
2y ... If . I simboli di queste equazioni formano nd quadro un paralle- 
logrammo, che ha un vertice nel simbolo 0""^* ed il vertice opposto 
smussato, ed il loro numero £ 

(m + i)(n -f i) — I ^ mn + m + n. 

Per brevitii di espressione chiamer6 i gruppi di equazioni cosi fatti 
gruppi campleti. 

Qra cerchiamo fra i gruppi compled quellOy nel quale il numero 
delle equazioni superi del meno possibile quello delle arBitrarie, men- 
tie I'oidine differenziale sia il minimo possibile. Sia 0"* t" il simbolo d'or- 
dine pid elevato del gnippo, onde I'ordine diflferenziale sar4 

m + n ^ k. 
Dowrk esser sodisfatta la dis^[uaglianza 

la quale, sostituepdo tn con k — fiy ci daii 



f « + 3 



n — 2 



Dippiii, perchi sia nt positivo, h necessario che si abbia 

Abbiamo dunque per k due limiti inferiori, dei quali bastatenefe 
il pii grande» ch'i il primo dei precedenti. 

n minimo valore positivo delP espressione «. « ^ si ha per 

12 



ff— 24-1/10, ed aggiungendo la condizione di n intero, abbiomo 

If » 6 y onde ii minimo sudetto sarebbe 6. — , ed ag^ungendo la 

4 

condizione che questo minimo sia pure intero , ottenghiamo 14. On 
possiamo prendere k uguale al suo limite inferiore 14, saho a verifi- 
care il risultato, ed abbiamo 

i»i4, fi = 6, w = 8. 

Con queste cifre il numero delle equazioni sar^ 62 e quelio (Idle 
arbitrarie 60 , onde il valore preso per k risponde alle condizioni li- 
chieste. Quesio gnippo complete contienedunqueun'equazionedipiiidi 
quante sono strettamente necessarie, e possiamo omettere quella di or- 
dine piii devato, ch'^ rappresentata dal simbolo O^t^. II gnippo lima- 
nente condurrii ad una equazione del 13° ordine^ 

Or h evidente che nessun altro gnippo potri dar luogo ad una 
risultante d'ordine minore di questo , poich^ , se un tal gnippo esi- 
stesse, dopo Tanalisi precedente questo non potrebbe esser completo; 
ma se fosse incompleto, il gnippo completo contenente le stesse ar- 
bitrarie ne permetterebbe a fortiori V eliminazione , e quindi questo 
coinciderebbe con quelio dianzi ottenuto, o non risponderebbe aUa co!>- 
dizione di minimo. 

Cosi resta affermato che 

La condi:(ione generah che una superficie ammetta una gcneriUrice 
di forma costante i rappresentabik con un^equas^iont a derwate pariuiU 
del i^** or dine. 

G. Maisano : Sulk Uingenti doppie e d'infkssione deUa curva gc- 
nerale del f ordine. 

Indicando con A^ B, C i tre invariant! fondamentali della quin- 
tica binaria, le condizioni necessarie e sufHdenti perch& questa ammetta 
due dementi doppi vengono espresse dalle due condizioni : 

^ — 645 «- o, 28.3'C + A^^o.O (0 



(*) Qfr. G. Mat^ano : SuUa forma binaria di quint* ordine. (Memrie deOa RmoU 
%Accademia dei Unceif XTV). 
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Per mezzo dell* Ueberiragungsprincip dagrinvariand Ay B^ C si ot- 
tengcmo i tre contravarianti della quintica temaria 

V = (nn'»)* (n" n"'«y (nn"«)(n' n"'») «4 «4 »%>■ «4"' , (2) 
X = (nn'»y (ne»)(n'ett) «4 «4 «J , 

ponendo simbolicamente 



f^al, (obuyaA - ^\<. {abuy{acu)\bcuyaAc. = x\l<. (3) 



Le condizioni (i) si mutano dunque nelle 



*' — 64X^0, i|»' + 2*.3*V«0 (4) 



rappresentand due curve rispetdvamente della 20* e della 30^ dasse, la 
prima delle quali h I'equazione della curva fondamentale / ^ o in coor- 
dinate di retta. 

Dai risultad ottenud nella citata Memoria si conchiudono fadl- 
mente i seguend : 

I. Le tangenti d^inJUssione della curva generale del f ordine / ■- o 
sono tutte le tangenti comuni aUe tre curve 

♦ «= o, V « o, X = o, 

rispettivamente della classe 10^, 20^, 30^. 

n. Le tangenti doppie della curva generate del f ordine / "* o sanq 
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comuni aUe due curve (4)^ le quali sono ancbe toccaU daUe UmgenH ji 
tnfiessione della stessa curva / — o. 

in. Tuite le tangenii comuni aUe curve (4) sono soUanto quelk m 
tnen:(ionaU e propriamente le tangenii doppie eontate due volu tkUm- 
genti d'injlessione confute otto volte. 
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Sulle fimzioni associate e spedabnente su quelle deila calotta sferica. SkCem. %Acc, 

Bologna, IV4, 1882. 
Sulla teoria degli strati magnetid. Rend. 1st, Lomb,, XVI2, 1883. 
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Stions d'Analyse ind^termin^e, ibid,y id. * >■ 

Ja courbe de Watt. (Avec additions). Mathisisy V, 1885. ; n 

pol^mique entre Goldbach et Daniel Bernoulli. Boll, Boncompagni y 
Vm, 1885. ^ . .. . ., 
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* Rapport sur une communication de M. Saltel : a Historique et nUibode de la 
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de MM. Catalan, de 'Tilly €t Folic, ibid, XUX,^ 1880. 
ForByth, A. R. (Cambridge). Memoir on the Theta-functions, particularly those of 
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(SuppLEMEMTO alia seduu del 7 febbi^o 1886, vedi pag. 64). 
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• 

G. B. Guccia. — Teoremi sulk irasformcv^ioni CremonidntHel 
piano. Estensione di alcuni teoremi di Hirst suUe trasforpwiioni qua- 
draticbe. 

I. I pund di un piano siano fra di loro riferid uno ad uno me- 
diante una trasfbnnazione Cremoniana deU' ordine n : alle rette del- 
Tuna figura corrispondano, neli'altra, curve d'ordifie n di una rek oma- 
loidica (sistema lineare doppiamente infinite di curve razionali, tale che 
due curve qualunque s'incontrano in un solo punto variabile) i di cui 
pund base siano pund muldpli ordinari, a distanza fimta, affatto indi- 
pendend fra di loro. (^ £ noto che la trasformazione Cremoniai^ pu6 
intendersi individuata allorchi h data una rete omaloidica [FJ delTor- 
dine n, epper6 un sistema di v pund base \^ h^y , . .y h^ i cui 
ordini di moldpliciti r, ^ ''^ > • • • > ^v soddisfano alle relazioni : 

2,^«n»— I, ^r,^i(n—i). 

Perchi allora riferendo projetdvamente le curve F^ ddla i* %ura 
alle rette G, della 2*, si deduce che, reciprocamente, alle rette G, della 
I* figura corrispondono nella seconda curve F^ di una rete omaloidi€a 
[FJ, dell'ordine if, dotata di un sistema di v pund base i,, k^, . . . , ^^ 
i cui ordini di moldpliddi ^i ^ ^i ^ • • • ^ ^« soddisfano pariftien- 
d alle relazioni precedend. 

£ noto altresi che la trasformazione birazionale cosi determiiuita 
da luogo ad n + 2 punii uniti u (**) , ognuno dei quali corriqponde 
a sc stesso nell'una e ndl'altra figura e ad n(n — i) punH in mm- 

lu^iont i (*^) distribuid m^n{n — i) rette T, ognuna ddle quali 



O Cremona, S^Cemorit della R, Accadmia di Bologmi, 11,^ 1863; V,, 1865. 
— Gicmak di BtOtagUm. I, HI. — Bulletin de Dathoux, V i . 

(**)de ]on(\u\hx^% ^l^ouvelUs AnnaksdeMalhimaiiqius, IH^, xS64.--Cremo* 
Qa, 1. c. 

(**0 S. Kantor, K^nnaU di MatemaUca, ^^^ p. 64 e 71. 
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contiene due pund che si conispondono involutoriamente. Evidente- 
mente fra i pund (h), (k)^ (u), (i) esistono del l<^ami geometrid. 
Inoltre, se si indica con a^j il numero dei rami con cui neila 2^ (i*) 
figura, la curva fondamentale H^ (Kj) [conispondente al punto fooib- 
mentale h^ (i,) della i* (2*) figura] passa pel punto fondamentale ij (i.) 
allora le principali propriety dei pund e delle curve fondamentali delia 
trasformazione si riassumono, come h noto, nelle relazioni seguenti : 

^alj'^sf+i, \a,j-^is,-i, Vr^a^j^nsfi 

I I t ' 



In questa Nota (che fa seguito a quella comunicata sullo stesso 
ai^gomento nella seduta del 14 giugno 1885^ pag. )6-57) mi propongo 
di far conoscere i principali risultad delle mie ricerche suUe trasforaia- 
zioni birazionali generali, d 'online qualunque, nel piano. 

2. II luogo d'un punto della i^ (2*) figura che congiunto al suo 
conispondente dk una retta tangente ad una curva data U di classe m, 
i ima curva PviP^u) dell'ordine w(n + i), la quale passa con 
mr. (tnsj) rami per ogni punto fondamentale h^(k/,t con tn rami per 
ciascuno dei pund unid u (**). 

Posto m » I si trova che ad ogni punto p del piano soao as- 
sociate due curve P^, F^, rispetdvamente luoghi dei pund della i* e 
deUa 2^ figura che congiunti ai loro corrispondend danno rette pas- 
sand pel punto p. Le curve P^, P^ deH'ordine « + i^ del genere »— i, 
le quali passano pel punto py pei pund unid u e sono dotate d'un 
punto r^-plo, iy-plo rispetdvamente in ogni punto fondamentale ib^, kj 



Clebsch : Zur Theorie der Cremona'scben Tramjarmathnen, Mathemad- 
sche Annaleiiy IV, s. 490. 

(•*) A. Pepoli: Sopra un probUma delle trasfomiaiiom Cremoniane, Atd 
del G)IIegio degllngegneri ed Architetti di Palermo, anno 1884; Rend. Circolo Matem. 
di Palermo, 1} p. J. 
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deila i^y della 2*, figura, diconsi isolopcbt del punto p (untro d* is(h 
hpd). o 

La curva Pp(Pp) & generata da due fasci projetdvi : il fascio di 
rette della 2* (i*) figura detenninato dal punto ^ ed il foscio delle 
curve corrispondenti F, (FJ della r* (^■) figura : Ogm retta condotta 
per p incontra Pp e P^ in n coppie di punti corrispondenti. Due curve 
Pa , P* (owero Pa , Ph) relative a due punti a e b s'incontrano ulte- 
rionnente in n punti della retta ab, i quali appartengono nd tempo 
istesso alia curva della i* (2*) figura che corrisponde alia retta ab.Lai 
tangente in ^ alia curva Pp(Pp) 6 la retta che congiunge p al punto 
corrispondente della (2*) i* figura. Se una retta per p tocca la curva 
P in un punto a, owero in due punti b^ c, secondo un contatto di i^ 
o 2^ ordine^ owero secondo due contatti di i*^ ordine, essa toccher^ 
la curva P^, nel punto fl', owero nei punti ^', c', secondo gli stessi 
contatti. Se la curva P^ ha un punto doppio d^ la curva Pp zvA un punto 
doppio if sulla retta pd. Etc. 

Le isologiche P, F di tutti i punti del piano formano due reti 
projettive [P], [F], delle cui proprieti ci siano occupati nella prece- 
dente comunicazione. C^ 

In proposito aggiungeremo soltanto due teoremi. 

Siano indicati : con p, f* le cuspidi delle isologiche di un punto 
R; con d^ i; dfy y; le coppie di punti doppi delle isologiche di uh 
punto D; con t» t' i punti in cui la retta / h osctdata dalle isologi- 
che dei suoi punti; con /, t; /*, V le coppie di punti in cui la retta 
T i toccata dalle isologiche dei suoi punti. Si ha allora : 

V. Le jacobiant fp^ J^^ curve delfordine jn dotaie di un punto dop- 
pio in ciascuno dei punti uniti u e, rispettivamente ^ di un punto 
(3^ •"" ^yp^y (i^j — ly-plo in ogni punto fondamentale b. , j^-, della i*, 
ddla 2* figura^ coincidonOy rispettivamentey colle curve luoghi dei punti 
di contaUo della retta che tocca le curve corrispondtnti P,, P,, deila i*. 



O de Jonqui6res, 1. c. — Cremona 1. c. 

(^) NeOa Noti precedents (p. $6*57 del presente volume) s'intenda indicato 
con V il numero dei punti fondamentali in dascuna delle figure. 
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della 2^ figura. Le curve Jb^ /p» conttngono rispeUiuamenlt i punH (jfi/!l^)t 
(0, 00 e It coppie di punH (J, 4), (d', y); (/, t), (/, V). 

Inoltre : 

VI. Se le isologkhe P^ , F« di un punto a si toccano in unpunio h, 
k isologicbe Py, PI del punto b toccano in h la retta ah. 

3. Se un punto p del piano si riguarda nd tempo istesso come 
punto della a* e della i* figura, ad esso corrispondono due punti 
p^ I p^. Diremo che p^ e p^ sono s cifrrispondenti del punto p. Anab- 
gatnente ad ogpi retta G, considerata in doppio modo, conispondoao 
due curve F, , F,, le corrispondenii della retta G. 

Vn. 71 biogo d'un punto i cui corrispondenH determinano una nUa 
tangentt ad una curva data U di classe m, c una curva Ma deWordine 2mn, 
la quale passa con mr. rami per ogni punto fondamentak k della i^fi- 
gura, con msj rami per ogni punto fondamentale k. della i" figura i eon 
m rami per ciascuno dei punti uniti u e dei punti in involwiime s. 

Per m « X si trova che ad ogni punto p del piano i associata 

una curva Mp dell'oniine an, del genere n*— • i, la quale passa con 

• f J e sj rami rispettivamente per ogni punto /;. e kj^ e con un nuno pei 

corrispondenii p^^ p^ del punto ^ e per ciascuno dei punti uniti u e dei 

punti in involuzione 1. (*) 

La curva ild^ d' un punto p , luogo del punto i cui corrispon- 
denti sono allineati con p, i nel tempo istesso il luogo ddle mutue 
intersezioni delle curve omologhe dei fasci pxojettivi (FJ, (F,) deter- 
minadj rispettivamente, dai pund ^^ p^ corrispondend di p. 

In generale un punto p non giace sulla reladva curva M^* 

Vm. Se un punto p giace sulla relativa curva Mp i punti p, p^, p^ 
sono in linea retta. 

Le curve M reladve a tutd i punti del piano sono in namero 
doppiamente infinito e formano una rete, giacch^ per due punn dad 
ad arbitrio nel piano, ad es. /i e ^ non ne passa che una sola : quella 
reladva al punto di concorso delle rette afi^ , bjl)^ . 



(*) Per II = 2 (trasTonnazioDe quadratica) la curva J^ ^ del 4^ ordme e passa 
sempUcemente pei corrispondenti di ^, per i 6 punti fondamentali, per i 4 puoti uniti 
e per i a punti in involuzione (Hirst : On Quadrk Transformation^ Quarterly Journal, 
n. 68, i88t; S. Kantor, I. c). 
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Segue da ci6 che precede che nel piano in cui ha luogo una tra- 
fifioraiazione Qemooiana, oltre le red projettive [FJ, [i%], sono bensi 
da considerarsi le tre reti projettive [P], [P'J, [Af] , due delle quali , 
[P] e [F], sono Tuna trasformata deU'altra. 

4* La curva M^ di un punto p passa per gii 

(n + ly ~ (n + a) — I « «(« + I) — 2 

punti di ulteriore intersezione delle curve Pp^ Fp. Ne segue che se le 
curve Pp^ Pp hanno in un punto, ovvero in due punti, un contatto 
di i^ o 2^ ordine, owero due contatti di i^ ordine, esse saranno toe- 
cate daUa curva Mp negli stessi punti e secondo gli stessi contatti. 

Indichiamo ora con 

R! ii punto del piano le di cui curve P^F^M hanno fira di loio 
un contatto di second'ordine (in un punfo a), 

U il punto del piano le di cui curve P^ F ^ M hanno im di 
loro un doppio contatto di prim'ordine (in due punti b, p), 

r' la retta del piano luogo d'un punto le di cui curve P^ F, M 
si tagliano in due punti (c, y) della retta istessa, ossia : la retta le di 
cui curve corrispondenti F, , F^ si tagliano in due punti (c, y) deUa 
Tftta stessa. 

Le rette Fgodono di quest*ultitna propriety. 

Si hanno allora i teoremi seguenti : 

DC. La trasforma:(i(me Cremoniana nel piano jd^ardim nyOnmeite: 

9(n* + n — 4) 

pmii Ml, owtro oltretUuftc terne di curve omthgbt, P, P t M k qHoli 
si loceano (in un punto a) secondo un contfttto di seeontordme; 

8(n^ + 2n* — 8«» — 9n + 20) 

pwUiD, owero altratante terne di curve omologbe P, F, M le quali 
si toccano (in due punti b^ p) secondo due contatti di prim^ordine; 
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— («^ + 2n} — 9«* — 8 fi -f 20) 



rette T' [all' infuori ddU — n (« — i) reik F], ossia, aUrdtanlt feme 

di fasci projettivi (P) (P) (M ) , in ognuna delle quali U curve onuh 
loghe si tagliano costantemenU in due punti (c, f) diUa retta luogo id 
ctnffi* 

X. I punii Dy R! c le rette T' sono nel tempo istesso, rispettiva- 
mente, punti doppi, cuspidi e tangenti doppie di una curva L, deffordint 
4n(ff + i) — 14, della classe n(n + i) — 2, del genere n(n + i) — 4, 
cost definita : 

a) luogo del punto le di cui curve Py F^ Msi toccano altrove in uno 
stesso punto ; 

b) inviluppo della retta le cut curve corrispondenti F,, F, si tagliano 
in un punto deUa retta istessa, owero : VinvUuppo della retta suUa quak 
un punto I allineato coi suoi corrispondenti. 

Ciascuna delk — n(n— i) rette VI tangente doppia ddla curva L. 

Questa curva non possiede alcun flesso, (*) 

£ da notarsi che in questa curva il numero dei punti doppi i 
uguale a 16 volte il numero delle tangenti doppie. 

5. Lereti projettive [P\, [F]y [Af| fomiscono un'altra curva (uni- 
ca) della trasfonnazione Cremoniana. 

XI. Nel piano in cui ha luogo una trasforma:(ione Cremoniana di 
ordine n vi ha una curva N deWordhu 2n + i e del genere 

n(n + i) — 4 , la quale passu con r^ sj rami, rispettivamente per cia- 
scan punto fondamentak h^, hj\ cofi due rami per ciascuno deiptintiuniliu 
e con un ramo per ciascuno dei punti in involu:(ione i. Questa curva om- 
mette le seguenti definis^ioni : 



(*) Per fi = a (trasformazioiia quadratica) : La retta sulk quak un ptmto i ellh 
neato coi suoi corrispondenti imdluppa una curva delta ^ classe, la quale tocca due voU$ 
la retta che unisce i due punti in involu^ione (Hirst, I. c.). 
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a) luogo del punio allineato cot suoi corrtspondenti (*); 

b) luogo del punto di concorso di una reita G e delle sue curve cor- 
rispondenH F, , F^ ; 

c) luogo del punto che giace sulla relatiua curva M; 

d) hogo del punto in cut tre curve otnologhe P, P', M si toccano; 
t) luogo del punto le di cui curve P, P', M si toccano nel punto 

isiesso; . 

f) inviluppo della tangenie comune (al punto di contatto) di tre 
curve omologbe P, F , M che si toccano fuori del centro d'isologta. 

La curva N contiene i punti (a) e le coppie di punti (b, ^), (c, y). 
Essa gode inoltre delle seguenti propriety : 

Xn. Data una retta qualunque G, i due fasci projettivi delle isolo- 
pcbe relative ai punti di G generano una curva delfordine 2 (n -f i) la 
quak si spe:(^:(a nella curva N e nella retta G. 

Xni. Sulla curva N esiste un sistema linear e doppiamente infinito \g\ 
di gruppi g di n(n + i) — 2 punti, tale cioi, che due punti dati.ad.ar- 
bilrio sulla curva N individuano il gruppo (unico) a cui essi apparten-- 
gono, II sistema di gruppi \^ della curva N ed il sistema di punti \p\ 
del piano sono in corrispondenT^a univoca nel modo seguente : Dato ad ar- 
bitrio nel piano un, punto />, le curve ad esso relative Pp, Pp, Mp si ta- 
gliano ulteriortnente in un medesimo gruppo gp della curva N; vice- 
versa, dati ad arbitrio sulla curva N due punti a, b (epperb il gruppo g 
a cui essi appartengono) per questi punti passa una, ed una sola, terna 
di curve otnologhe P, F, M relative ad un medesimo centro p (U punto 
di concorso delle rette aafi^, bb^b^, 

XIV. H luogo d'un punto p il cui gruppo corrispondente gp ha un 
ekmento doppio, coincide colla curva L. 

XV. II sistema [g] ammette 

r 



(^) Per If i=s 2 : // luogo ^un punto all'meato cot suoi corrispondenti t una cur- 
va id f ardim, la quote fossa per i 6 punti fondanientali^ per i due punti in involU' 
\ione ed ha un punto doppio in ciascuno dei 4 punti uniti (Hirst, \ c). 

17 
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griippi gR, , ognuno dei quali ha un elemento triplo td 



ffr^ppi gD', ognuno dei quali ha due elementi doppi. 

I punti del piano che corrispondono ai gruppi g^, , gip sono, rispet- 
tivamentej i punti B! e D travati precedentemente (K). 
6. Fra le curve L cd N esistono oltre relazioni. 
XVI. Se di un punto p si prende, nel tempo isksso, la prima po- 
Utre rispetto alia curva L e la curva M^ (ovvero P^, P^J, quesie due 
curve incontrano rispetttuamente le curve L ed N inn^n-^ i) — 2 cop- 
pie di punti aUineaie col punto p. 

Ossia : 

XVn. Le langenti alia curva L che possono condursi da un punto 
qualunque p del piano sono le rette che congiungorw it punto p ai sin- 
goli punti del gruppo corrispondente g^. 

XVIIL Fra i punti \ della curva L ed i punti v ddla curva Nvi 
ha una corrisponden:(a univoca cost definita : Dato un punto \ deUa cwr- 
va L le relative curve Px, Px, Mi toccano la curva 'L in una, ed un 
solo^ punto V della curva N. Viceversa^ dato un punto v deila curva N 
per esso passano infinite terne di curve otnologhe P, P, Af, 1 di cui cm- 
tri descriuono la retta vv,v, (XI a); fra questevene ha due le di cui curve 
si toccano in v : la tema P^, Pi, M^, tangente in v alia retta vv,v,, 
relativa al punto ^, e la terna Px, Px, Mx, tangente in v alia curva N, 
relativa ad unOy ed un solo, punto \ della curva L. 

Ossia : 

XDC. Dato un punto X e la relativa tangente in ^ alia curva L, 
le curve F^, P, che corrispondono a questa retta si tagUano in uno, ed 
un soloy punto v della retta istessa, il quale appartiene alia curva N. Vi- 
ceversa, dato un punto v della curva N, la retta v v^ v^ tocca la curva L 
in unOy ed un solo, punto \. 

7. Lo studio delb rete [Af] conduce a nuove propriedi deUa tra- 
sformazione. 

Indichiamo con 
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JP' il punto del piano la di cui curva M h dotata d' una cuspi- 
de(y) 

/>' il punto del piano la di cui curva M k dotata di due punti 
doppi (e, i) 

/" la retta luogo d'un punto le di cui curve M si toccano (in 
im punto i) secondo un contatto di second'ordine, ossia : la retta le 
di ad carrispondenti F, y F^ si toccano (in un punto s) secondo tin con-- 
tatio di second ordine, 

T" la retta luogo d'un punto le di cui curve M si toccano due 
volte (in due punti m, [&)» ossia : la retta le di cm corrispondenti F, , F^ 
hanno un doppio contatto (in due punti m, (<). 

Possiamo allora enunciare i teoremi seguenti : 

XX. La trasforma:(tom Crentoniana ml piano, d* ordine n, con v 
punti fondamcntali in ciascuna delle figure, ammette in generaU : 

24(«» _ i) 

punti R"y ^perb altrettante curve M dotate di cuspide (q) ; 

«(i7n' + I2«v — 6i n + 2) + v(2v — 7) + 42 
pund U\ eppero altrettante curve M dotate di due punti dohpi (e^ si; 

i8n* — 6v — 27 

rette F\ eppero altrettanti fasci (Af) in ognuno dei quali le curve si toc- 
cano secondo un contatto di second ordine (s); 

4[2n»(««— 6)+2v+ 13J 

rette T'', eppero altrettanti fasci {M) in ognuno dei quali le curve si toc- 
cano secondo due contatti di prim' ordine (m^ f&); (^ 



(*) I metodi generaii cbe servono a determinare, in una rete data , il numero 
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XXI. / punti D", R'^, k rette V\ /" sono ml tempo istesso, rispa- 
tivaniente^ punti doppi, cuspidi^ tangtnti doppie, tangtnti di flesso di una 
curva 0, deW orditu 6«* + 2v — 3, della classe 4(11* — i), dd gtmt 
8 »* — 2 V — 10, cost definita : 

a) luogo del punto la di cui curva M ha un punto dappio; 

b) itmluppo della retta le di cui corrispondenti F, , F^ si toccaao. 
La curva n possiede inoltre un punto (nr. + iyplo, (nsj + i)-/>i?, 

rispettivanieftUy in ciascun punto fondamentale h^, kj; un punto doppioin 
ciascuno dei punti uniti Uy ed un punto semplice in ciascuno dei punti in 
involua^ione i. 

8. n luogo del punto in cui infinite curve M si toccano, ossiail 
luogo dei punti doppi delle curve M, e una curva Ju dell'ordine 6»— 3 
e del genere 8«*— 2v — 10 la quale passa con jr^ — i, pj — i ra- 
mi rispetdvamente per ciascun punto fondamentale b^, kj^ e con due 
rami per ciascuno dei punti uniti u e dei punti in involuzione t. 

XXn. La jacobiana Ju della rete [M] h nel tempo istesso : 

a) il luogo del punto in cui due corrispondenti F, , F, si toccano. 

b) il luogo dd punto i cui corrispondenti determinano una retta tan- 
gente alia curva n- 

La curva Jm contiene i punti (y), (s) e le coppie di punti 
(e, e), (m, |a). Essa gode di propriety aflfatto analoghe a quelle enun- 
ciate precedentemente per la curva N. 

XXm. Sulla curva Jm esiste un sistema lineare doppiamente infinite 
[j^] di gruppi ^ di 4(n* — i) punti, tale cioi che due punti datiadar- 
bitrio sulla curva Jm individuano il gruppo (unico) a cui essi apparkn- 



delle curve dotate di cuspide o di due punti doppi ed il numero dei fasci di curve che 
si osculano o che hanno fra loro un doppio contatto (Cremona, Sopm alcutu que- 
stioni ntlta teoria delle curve piane, Annali di Tortolini, VI, 1864; Caporali, ib^ra 
i sistemi lineari Iriplantente infiniti di curve algehriche piane. Collectanea Matfaematica, 
Milano, x88i) non possono piCi applicarsi allorquando (come avviene per [M]t [P]i{P^]) 
fra i punti base della rete (punti multipli ordinari) esistono dei legami geometrici de(initi 
da curve. Invero sarebbe desiderabile che oramai siffatti problemi fossero trattati in 
tutta la loro generalitik, cio^ per reti di curve i cui punti base sono singolarit^ qu^' 
lunque, fra le qu«U intervengono legami di ogni specie, 
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gono. Fra il sistema di gruppi [jg^ della curva Ju ed il sistema dipun^ 
[P\ ^ piono inierviene una corrisponden^a uniuoca coA dtfinita : Dato 
ad arbUrio nel piano un punto p, la relativa curva M^ incontra ulterior^ 
mente la curva Ju in )ino^ ed un solo, gruppo ^; viceuersa, dati ad ar^ 
hitrio sulla curva Ju due punti a, h (epperb il gruppo,^ da essi indtvp- 
duato) per questi punti passa una^ ed una sola, curva M relativa ad un 
punto p (tl punto d'inconiro delle reiie afi^ , ^,ij). 

XXIV. // luogo d'un punto p il cui gruppo corrispondente ^ ha un 
elemtnto doppio coincide coUa curva o. 

9. Le curve O t Jm godono inoltre delle seguend propriety : 

XXV. / punii in cui la curva o i incontrata ulteriormente da una 
sua prima polare, relativa ad un polo p, giacciono, rispettivamente, sulle 
rette cbe conUngono i corrispondenti dei singoli punti in cui la curva Ju 
e incontrata ulteriormente dalla curva Af^. 

Ossia : 

XXVI. Le tangenti alia curva n che possono condursi da un punta 
qualunque p sono le rette cbe contengono i corrispondenti di ciascun ptm- 
to del gruppo g^. 

XXVn. Le curve n ed Ju si corrispondono punto a punto net modo^ 
seguente : Dato un punto della curva n, l(t relativa curva M^ ha un 
punto doppio J sulla curva Ju. Viceuersa^ dato un punto j della curva 
Ju per esso passano infinite curve M che hn si toccano; fra queste ve ne 
ba una, td una sola, che ha un punto doppio in /\ relativa ad un punto 
della curva n. 

Ossia : 

XXVnL DcUo un punto e la relativa tangente in alia amnt n, 
It curve F,, F^ che corrispondono a questa retta si toccano in uno, ed un 
solo^ punto j della curva Ju. Viceversa, dato un punto j della curva Ju 
la retta j\ j\ e tangente alia curva n in unOy ed un solOy punto 0. 

10. Diremo in generale che k punti at^ , x^ , . . . , jc^ soddisfana 
ad un legame geometrico determinato da una curva C dell*ordine m, 
se la curva C passa pei punti x^^ x^^ . . • > x^ rispettivamente con 

fl„ fl, , . . . , ^4 rami per modo che sia V a(a 4- i) > m(m + 3). In tal 

caso ^li h evidente, che ove si consideri un'altra curva C dell*ordine 
[* che passi pei punti ;c,, x^, . . . , x^ rispettivamente con 
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^1 > ^2 > • • • 9 ^'k ^^^^f non ^ pii!i lecito di ferire, senz' altio, che k 
condizioni assorbite dai punti x equivalgano, per la curva C ad 

— ^S *(*■'" ^) condizioni lineari, ossia che la curva generica C, de- 

tenninata dai punti x, ammetta soltanto — [|ji({iL + 3) — 2j^(^ ^" ^^^ 

parametri arbitrari. 

Cosi & facile riconoscere, tenuto conto delle propriety enunciate 
pii!i sopra^ che nd piano in cui h data una trasfonnazione CremonioQa, 
le curve 

©, Jp. Jp'. L, JV, n, Jm 

rappresentano dei legami geometric!, cui soddisfano, rispetdvamente, i 
sistemi finiti di punti : 

(h), (A), («), (D), («); 

(*),(«),(p).(0.('^.«).(', T); 
(*) , («) , (P') , C) . (df, n (^, -f'); 

(*).(^),(«),(0.(''),(*.P).(^. Y); 

(*),(*),(«),(0,(^'), (^"); 

(*),(*), («), (0, (?). «. («, 0. («. I*)- 

D'altra parte, ove si considerino, nelle red [P], [P'], [Af], k 
curve che si compongono di una curva fondamentale della trasfonna- 
zione e di una curva residuale^ le quali soddisfano insieme alle condizioni 
del problema, i facile stabiUre alcuni dei legami che intervengono fra i 
punti fondamentali (A), (Jt), i punti uniti (u) ed i punti in involuzio- 
ne (f). Tali legami si riassumono nelle proposizioni seguenti : 

XXIX. EHstono v curve deH'ordine n — r^ + i (1 « i, 2, . . ., v), 



ogttuna deUe quali passa pel punto fondamentak h, della i* figura , pei 
punti uniti («) ed ha un punio (x/ — ^ij)'P^ f ; =» i , 2 , . . . , v) m 
ogni punto fondameniale kj della 2^ figtira. 

Analogamente : 

Esistono V curve delVordine n — j, -4- i (/ « ^> 2, . . , , v), ognu- 
na delle quali passa pel punto fondamentak hf della 2^ figura^ pei punti 
uniti (u) ed ha un punto (r^ — ^ijyplo (1 «= r, 2, . . . , v) in ogni punto 
fondamentak h. della i^ figura. 

XXX. Esistono v curve delTordine 2 « — r. (1 « i, 2, . . . , v), ognu- 
na deUe quali passa con r^ rami per ogni punio fondamentak h. della i^ 
figura^ con Sj — a^^ rami per ogni punto fotidamentale kj della 2^ figura 
e con un ramo per ciascuno dei punti uniti (u) e dei punti in involu:(i(h 
ne (i). 

Analogamente : 

Esistono V curve delVordine m •— xy (/ « i, 2, . . . , v), ognuna 
delle quali passa con Sf rami per ogni punto fondamentak hj della 2* fi- 
gura, con fj — ai^j- per ogni punto fondamentak A. ddla i* figura e con 
un ramo per ciascuno dei punti uniti (u) e dei punti in involw^ne (1). 

II. Cosi, ad esempio, pel caso pardcolare della trasformazione di 
jonqui&res d'online n, in cui 



V =s 2« — I 



f , = « — I , r, = f ^ « . . . « r^, « I 



C «i n I f sa f = . . . ao J wm I 



supposto chcal punto fondamentale A^Cf^ •=» 2, 3, . . . , 2» — i)cor- 
risponda b retta fondamentale J^i^, e viceversa, al punto fondamentale 
i^ la retta fondamentale h^ h^ ; si trova immediatamente che la trasfor- 
mazione ammette : 

1° una conica che contiene i punti : 

^if *n "'i* •*«> • • • > **4M.i9 



2** 2 (n — i) curve d'ordine if, ognuna delle quali passa con n — 2 
rami pel punto h^ e con un ramo per ciascuno dei pund : 

3^ 2(n — i) curve d'ordine n, ognuna delle quali passa con fi--2 
rami pel punto k^ e con im ramo per ciascuno dei punti: 

a> j> • • • > ^^|iu-i> ^|Mi> • • • > ^aii— I *V* "i* ^»* • • • > ''•H» 

4'' una curva dell'ordine n -f i> ^ quale passa con n — i rami 
pel punto 6, e con un ramo per ciascuno dei punti : 

5° una curva dell'ordine n +• i^ la quale passa con n — i rami 
pel punto i, e con un ramo per ciascuno dd punti : 



"^t^ ^3> ' • • > ^m— 1> ^i> **!> ^a> • • • > ^m-a* hf '»>•••> '« 



(— i) 



6® 2(n — i) curve d'ordine 2« — i , ognuna delle quali passa 
con n — I rami pel punto fci, con n — 2 rami pel punto i, e conun 
ramo per ciascuno dei punti : 



• • 



7^ 2(« — i) curve d'ordine m — i , ognuna delle quali passa 
con n — I rami pel punto i„ con n — 2 rami pel punto h^ e con 
un ramo per ciascuno dei punti : 



*^a> ^j> • • • J ^aii-i> ^a> ^3* • • • f ^|fc-i> ^IM-O • • • > ^1 



i«-i» 



• • 



**!> **a> • • • > '^n+.af ^> 'af ' • • > *ii(«-<) 
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SEDUTA DEL 30 MAGGIO 1886 



PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

Comunicazioni : 

A. Gapelli. Sopra un teorema che si collega strttiamenle colla for- 
mola che serve ad esprimeie le forme cdgehriche di n serie di variabifi 
«•'"* per ine:^o di poten^e del dcUrminarUe delle variabUi e di forme che 
dipendono da sole n — i serie^ di variabilis 

n teorema da dimostrarsi, emindato p. e. pel caso di quattro serie 
di variabili quatemarie 

X = Xj , A J , X^y X^ 

/ = /. , /. , <j , /, 

i il seguente : £' impossibiU che abbia luogo una idenlUa delta forma 

Dy^f + D,J\ + AJ, « (xyv). f (I) 

dove k f, f^, f , F siano fun^ioni intere delle tre serie di variabili 
y, ly I ed in cni 

A.-*.-^ + *.^+^^+^-rf-. etc. 

itiK^a cbe skno seperalamenU nulli i due membri delta idtniitk stessa. 

18 
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In altri tennini si tratta di dimostr:ure cht un'identiih della foma{i) 

ba per conseguen^a mcessaria F » o. 

Si comincia dal dimostrare il teorema in quesdone per il caso in 
cui b fiinzione F sia annuUata identicamente dalle tre operazioni 
D^^ D^y ZJj,, essendo i, i, / le tre serie j', ^, / scritte in un certo 
online, p. e. per il caso in cui sia 

Z)„F = o, Z),rF = o, D,, F«o. (2) 

A tale oggetto si consideri Toperazione 

rr r xV^ d d d d 

la quale, come fe noto, pu6 anche esprimersi sotto forma di un ag- 
gr^ato razionale intero delle i6 operazioni dementari 

D„, D^, D^, D^ 

Djs. D„, Z)„. Dj, (3) 

A«. D„. A<. A' 
Du. D^, At. D„ 

a ciascuna delle quail essa h ptrmutabUe , come h anche facile di ve- 
riticare direttamente. Es^uendo tale operazione sui due membri delb 
supposta identid (i) si ha 

od anche per la pennutabilid di H : 

D,, Hf, + D,, Hf, + D„ Hf^ = H. [ (xy^i). F }. 
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Ma, essendo le /^ , /, , /^ funzioni indipeiidenti dalle x sJ ha ev - 
dentemente 

* 

onde si conclude dover essere identicamente 

if. \{xyx,i).F\^o, 

Per noti teorenii Toperazione if, espressa per mezzo delle ope- 
razioni (3), h necessariamente della forma 

if = A^ + A, D^ + A. A, + A^ A/ + A^D,, + A, A/ + Afi A'. 

dove A^ si compone soltanto , delle quattro operazioni elementari 

^«, -D77, A<. ^« ^ ^^^^ ^^ ^1 > ^2 » • • • ^^ possono comporre con 
tutte le 16 operazioni (3). 

Di pill, avendosi per supposto 

Dy^ F ^ Oy Dji F ^ Oy D^t F ^ o 



A> F « o , At F = , A( F = , 



ed essendo identicamente 



^-7 (j^yi^) = o> ^«< ip^yV) == ^ > A< (^>'^0 == o > etc. 



segue evidentemente 

onde , poichi T operazione A^ applicata a qualsivpglia funzione di 
^ > J' > ? > ^ 1^0^ h^ Jiltro efFetto, come pu6 dimostrarsi , che di molti- 
plicare tale funzione per un numero intero e positive diverso da zero, 



si coodude clover csscrc 



(xjf^/). F « 



doi appunto : F » o. 



Sia ora F una funzione qualunque ddle tre serie di variabiii 
y, i^ L Date due siffatte fimzioiii qmdmque ^ c W siano ^, , V-n h 
I gndi ddla prima nelle tre serie di variabiii x, y^ ^ scritti in or- 

dine oesccnte cosicchi P, < IS < P? ^ s*^^!^ ^ > ^ t ^i t g^^ ^°^ 

loghi per V. Cosi ps, se ♦ = ^(y, ;(, ^, T = 'r^, ^, (),siavn 
ft - 2, |i, - 3, p, » 4; V, - I, v^ - 2, V, - 2. Alloni si diri che 
la (iinzione ^ & inferior e a V se sia [&, ^v,, come pure se, esseado 
ft — V, , sia poi ft < V, , o, finalmcnte, se, essendo ft — v , ft -» \, 
sia poi ft < V,. Q6 posto, si pu6 dimostrare che se il teorema enuo- 
ciato in principio i vero per tutte le fimzioni F inferiori a una ceru 
fimrione ^, esso & anche vero per la funzione ♦. 

Sia infatti ^ ^ ^ yy, :(, c supponiamo, come k sempre lecito, 
|A ^ V :^ p. Se ha luogo Tidentiti presupposta della forma 

operando sui due tnembri con Dj^ se ne deduce : 
il che, ricordando le identitii : 



si pu,6 4ACbe scrivere : 



^7 
che & ancora im'identitii della forma (i). Onde, poicbi il teorema si 
e supposto vero per la iunzione Dy^ ♦ die £ nelle )^ > { > ^ rispetdva- 
mente del giadi (a — i, v4*i,ped& quindi evidentemente ioferiore 
alia funzicme 4»^ dovrii essere identicaiDente : 

Simtlmente , operando sulla (a) con 1' operazione Dyt, si conclu- 
deri^ dover essere idendcamente 

Dyt 4» « 0. 

Ed operando per uldmo con D^t si concluder^ per (a < v 

poiche aliora D^i 4» i evidentemente inferiore a 4». Ma cip accade an- 
che per {A » V. In tal caso infatd si ha 

onde, confrontando la serie dei gradi di <ft: 



JA « |X < p 



con la serie 



(i — I < |x < p + I 



dd gradi di D^i ♦, si vede che D^ ^ i ancora inferiore a ^. Poichi 
dunque insieme colle idendti^ (a) sussistono le idendti 

Dy^*=«o, £>)i* — o, Z)^i*«o, 

per quanto si t dimostrato nell'ardcolo precedente dovri essere neces- 
saiiamente ♦ » o. 

Per tal modo la dimostrazione del teorema che forma To^etto 



della comunicazione si pu6 successivamente ridurre al caso di hmoni 
F di oidine sempre pid piccolo e quindi , dopo un numero finito di 
tali riduzioni , sari lecito supporre cbe le fiiDzioni F siano le ndnm 
possibili, cioi sieDO fimzioni di una sola serie di variabilis p. es. /. 11 teo- 
rema resta cosi dimostrato completamente, poich^ «l»(f) soddisfa evideo- 
temente alle condizioni 

A< * = 0, Al * = , D^i^^o 

onde, per la dimostrazione fatta precedentemente, da una identita delLi 
forma 

Ax/. + AxA + Duf, = ixy^t). * (0 
deve conseguime necessariamente 

*(/) = o. 

Le dimostrazioni sviluppate qui, per maggior semplicita, pel caso 
di 4 serie di variabili si estendono imraediatamente al caso di un nu- 
mero qualunque di serie di variabili. 



k 



139 



SEDUTA DEL 13 GIUGNO 1886 

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

Ammissione di nuovi soci : Ing^pere Antonino La Manna; 
Professore RafFaele Spina. 

Comunicazioni : 

G. B. Guccia. — GeneraliT^s^as^iom di un teortma di Not her. 

I. Dicesi sistema lineart k-plamenU infinito d^ordinen e di generep 
una famiglia di curve deH'ordine n e del genere p rappresentata da 
un'equazione comune irredutdbile, nella quale k parametri arbitrari en- 
trano linearmente : 

[S] = \f, + \,A + . . . + -kjk + V./*+. = 0- 

Per k punti del piano, dad ad arbitrio, passa una, ed una sola, 
curva del sistema. Nel sistema lineare dicesi punto base ordinario di 
grade r o semplicemente r-plOy un punto del piano per il quale ogni 
curva del sistema passa con r rami a tangenti distinte e variabili coi 
parametri del sistema. Se due o pid punti base ordinart divengono in- 
finitamente vicini si ha in generale una singolarit^ superiore, comune a 
tutte le curve del sistema. In tal caso si dir^ che il sistema lineare i 
dotato d'un punto base superiore. 

Per la singolarit^ della curva algebrica adotteremo nella presente 
ricerca la definizione chene ha data il Not her (*). Epper6 considere- 



(*) Qudtunque punto singolare j'plo pud essere definito come il caso Umite di un 
punto j'plo ordinario in cut entrano dei punti di ramiJica:^ione seinplici , ed at quale si 
sono awicinati infimtamefUe, in diverse dire^ioni, dei punti singolari le cut tnuttipUcitd 
hanno una somma < /'. (Ndther: Ueher die singuldren Wertljsystime einer atgebraischen 
Function und die singuldren Punkte einer atgebraischen Curve, Mathv Annalen, Bd. IX, 
s. 166). 
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remo d'ora innanzi qualunque sistema lineare dotato di pund base su- 
periori come il coso limite di un sistema lineare in cui tutti i pund 
base sono ordinaH. 

n prof. Bertini ha dimostrato che per la curva arbitraria diun 
sistema lineare irreduttibile non possono csistere pund muldpli diversi 
dai pund base (*). Segue da ci6 che ndla curva generica di un siste- 
ma lineare, rabbassamento del genere i dato unicamente dalle singo- 
laiitiL comum a tutte le curve del sistema. 

Due curve d'un sistema lineare s'incontrano, all'infuori dei pund 
base, in un certo numeio di pund (mobilt) variabili coi pararoetri del 
sistema. Indicheremo con D questo numeiD caratteristico del sistema. 

A meno di non &me esplidta dichianudone supporremo sempre, 
in ci6 che segue, che le ^urve del sistema lineare siano vincolate da 
altre condizioni all'infuoii di quelle assorbite dai pund base. 

Per ib«-ieib»2il sistema lineare prende, nspetdvamente, il 
nome di fascia e reU. Nd primo caso si ha D « o. 
Una rete incui^ — o, D»i dicesi omaloidica. 

2. £ stato dimostrato dai Ndther che qualunque trasfonnadone 
birazionale fra due piani, si pu6 sempre risolvere in un numero finho 
di trasfonnazioni quadradche (^. Questo importante teorema si puo 
enunciare nel modo s^;uente : 

MedianU un^opporiuna trasfarma^ione quadraika e sempre possihSe 
di trasfarmare una rete omaloidica di orditu n > i in un'alhra di or- 
dine inferiore. 



(*) fiertini : Sui sisUwu HtuarL (Rend Isdt. Lomb., il geofl. 18S2). Pdo 
SO particolire deOe red oinabidiche questo teorema em stato dimostrato da Rosanes 
{Viber dUjtmgtn rationakn SubsHluHonmy weJcbe tint raiionak Umhhnmg ^akssea, 
Crelle*s Journal, Bd. 73, s. 100). 

(^) Ndther: Zur Tbeorie der eindeutigen EbeneniramsformtUionBn (Math. Ann. 
Bd. V) s. 635). Pel caso particolare delle trasfbrmazioni di Cremona questo teo- 
rema era stato trovato quasi contemporaneamente da Clifford [veii : Caylef, On 
the ratimud Tran^ormatim hetvjeen txvo spaces^ Proceed. London Ma& Society, t in)» 
Rosanes (loco citato) e NOther (Uehtr Flacben^wdchi Schaarmratumaler Curvn 
besUien, Math. Ann., Bd. Ill) 
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Or lo scopo ddla presente Nota h di estendere il teorema di N5- 

ther, cosi enunciato, ai sistemi lineari di genere p ^ Oy o m^Iio di 

risolvere il problema s^^uente : 

Dato un sistema lineare qualunque di genere ^ero, indicare i sistemi 
(di ordine minimo) a cui i possibik di pervenire mediante trasformas^ioni 
quadraticbe del piano, per ognuno dd quali V ordine non pub essere ab- 
basscUo da alcuna trasforma^ione biras^ionale. 

Sia dato un sistema lineare [5^] di genere zero , in cui D indica 
U numero delle intersezioni mobili di due curve qualunque del sistema. 

Sono da esaminarsi i casi seguenti : 

I. n sistema h dotato di punti base ordinarty i quali hanno posi- 
zioni arbitrarie, aiFatto indipendend fra di loro. 

n. n sistema i dotato di pund base ordinart, fra i quali interven- 
gone legami determinad da curve. 

m, n sistema t dotato di pund base superiori. 



I. 



3 . Siano ^ , r^ , . . . , r^ i gradi di moldplicit^ dei punti base 
presi in ordine decrescente, per modo die ^ > ^a > . . . > ^v • 
Per le ipotesi fatte si ha 



(0 S 



M!JZZiI= (n— i)(h — 2) 

2 2 



(2) 5;»f-«»-z) 



d'onde 



(3) Yt^,^in — D — 2. 

i 

Generalizzando un noto procedimento (*) dimostreremo che 



(*) Clebsch-Lindemann: l^orlesungen uber Geomeiriey Bd I, s. 488. 
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Hi 

(4) '-, + '', + '',>«, 
da cui ricavasi 

(5) r, + 2r, > B 

(6) 3 »•. > «• 
Dalle relazioni (2) e (3) si ha 

4 
V 

^r. «3„_D — 2 — r, — r, — r, ; 

4 

dalle quail, moltiplicando la 2* per r e sottraendone la i*, si ottiene: 
^.2^-E'■'=«(3^-«)--D(r,-I)-r,(r. + r,^-2) + ^J + r; 

4 4 

Or in questa equazione il primo membro 6 positive e nuUo xm- 
camente per r, = r, = . . . = r^. Onde sari : 

<3r,-n)-Dir^ - i)-r^(r, + r, + 2) + rf + r^ ^ o. 

Supposto ora che il teorema non sia vero e che si abbia invece 
n > rj -f r^ + r , sostituendb si ha 

il che 4 assurdo, giacchi r, r^ > r ed r {D + 2) > Z). 

Sari dunque r, + r, + r > «. Cioi : 

Teorema I. — In o^ni sisUma Uncart di genere lero, dotato di pun- 
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ti base ordtnari assegnati ad arbitrio, la somma delle moltiplicith deitre 

punti base piu elevati h tnaggiore delVordine del sistenm (*). 

4. Segue dal precedente teorema che applicando al sistema [5] la 
trasfonnazione quadratica i cui pund fondamentali coincidano coi tre 
pund base della pi& elevata moldpliciti, si passeii ad un sistema lineare 
trasforaiato [5 J di ordine 2n — r, — r, — ^ < ^- I^ modo analogo 
dal sistema [5^ si passeri ad un sistema di ordine inferiore [5J; e cosi 
di seguito, finchi, dopo un numero finite h di sifFatte trasformazioni, 
si giungeri ad un sistema [5*] i cui pund base sono in numero < 3; 
per il quale, evidentemente, Tordine non pu6 essere abbassato da al- 
cuna trasfonnazione birazionale. Un tal sistema di ordine minimo [Sh] 
sari (come il sistema primitivo [5] ) : lineare, i-plamente infinito, di 
gencre zero e tale che due curve s'incontrano in D punti mobili. Ci6 
posto jl sistema [5J ammette i casi seguenti : 1° due punti base; 2° un 
punto base; 3° alcun punto base. 

I** Siano : [a Tordine del sistema td a t b i gradi di moltipliciti 
dei due punti base. Si avri allora per la relazione (i) 

(pt — i) ((X — 2) = a(a — i) + b(b — i) 

e per rirreJuttibiliti del sistema 

(A> a + b; 

onde 

(a + b — i) (a + b — 2) <^a{a — i) + b(b — i) 

ossia 

a(b — i) — b + I < 0. 

Supposto ^ > i, ne s^ue allora i = i . Cioi : se il sistema [Sh] ha 



« 
(*) In questo enunciato la restrizione che i punti base siano assegnati ad arbi- 

irio, non 6 necessaria. Infatti le relazioni (2) c (}), da cui il teorema proviene, sus« 

Mstono indipendentcmente dalla posizione dei punti base. 
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diie punti base, uno di essi i semplice e Taltro, per cons^enza, dd 

grado (A — I . In tal caso essendo Z? = (a* — (y. — i)* — i ■» 2(a — 2, 

. . D + 2 

SI ha u =» . 

^ 2 

2° Se il sistema [Sj,] d'ordine [i h dotato di un solo punto base, 
questo sari del grado (a — i . Onde in tal caso , essendo 

£) « |x* — ((A — i)* — 2(A — I, si ha ja « _--X— , 

3^ Un sistema lineare di genere zero senza punti base, sara, evi- 
dentemente, uno dei due s^uenti : i^ un sistema lineare di coniche 
senza alcun punto comune (D » 4); i^ la rete delle rette del pia- 
no (D - I). 

Possiamo dunque enunciare il teorema s^uente : 
Teorema n. — Un sistema lineare di genere :(ero doUUo di punti 
bast ordinart^ assegnati ad arbitrio , e tale che due curve s' incontrano 
in D punti variabili coi parametri del sistema^ i sempre riducibiky me- 
diante trasforma:(ioni quadratiche , ad uno dei seguenti sistemi di ordine 
minima : 

Z) + 2 

a) (D pari). Sistema lineare d' ordine — ^ — dotato d* un punto 

base di grado ^ i — — e d'un punto base semplice. 

b) (D dispart). Sistema lineare d' ordine — ^ — dotato d'un solo 
punto base dt grado • i = *t . 



c) Sistema lineare di coniche sen^^a punti comuni (D « 4). 

d) La rete ddle rette del piano (D =» i). 

5. Se ora supponiamo che nel sistema [5] le curve non siano 
vincolate da alcun 'altra condizione all*infuori di quelle assorbite dai 
punti base, egli i evidente che lo stesso awerri in ognuno dei siste- 
mi di ordine minimo [5J. Ne segue che, in tale ipotesi, i sistemi (a), 
(b)y (c), (d) lasciano determinare, in ognuno dei casi, il numero k dei 
parametri arbitrari del sistema primitivo [5], Si ha quindi rispettiva- 
mente ; 
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.)..4..^.(5±_'+,)_i..^.(|..)_,..,.. 

d) *«2, 

ossia in ogni caso : £ » D + i. 

Si ha dunque il teorema s^uente : 

Teorema m. — Un sistema lineare di genere ^ero deiermtnaio da 
punli bast ordinart^ asstgnati ad arbitriOy e tak cbe due curve s* incon- 
trano in D punti variabili cat paratneiri del sistema ^ ^ (Z) + i)''pla' 
mente h^imto. 

6. Prima di passare all'esame dei casi 11 e in, trarremo dal Teo- 
rema I una propriet!^ dei punti base oidinari di un sistema lineare di 
genere zero, della quale avremo bisogno piA innanzi. 

In ogni sistema [5] si ha sempre, in generale : 

(7) iJ<2n— I. 

bi£itti supposto i>> 2ff — ly in virti!i della relazione (j) si 
aviebbe 

il che t assurdo se il sistema possiede almeno tre punti base, giacchi 
allora ^, + ''^ + r^ > n; e lo h parimenti se il sistema possiede 
due punti base, poichi in tal caso, per come abbiamo veduto pid so- 
pra (4, 1°), si ha f, =• n — i, r, = i. Sari dunque D — 2n— i 
soltanto per im sistema dotato d'un solo punto base (di grado n — i). 
Dimostreremo ora che, eccetto i casi in cui r, «-» n — i, in ogni 
altro sistema [S] si ha sempre : 

(8) ^ < r, + r J + . - . + fy. 
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Congiungiaxno il punto f,-plo ad un punto frplo (i == 2, 3, . . . , v) 
con una retta che conteremo r^ volte. L' insieme di queste rette co- 

stituiii un luogo composto dell'ordine V^fj^, dotato d'un punto 

1 2^ ^i Vplo nel punto base r,-plo e d'un punto fj-plo in ogni punto 
base fjk-plo. Questo luogo incontrerii una curva qualunque del sistema 
in ». y^ fk punti, dei quali r, . 7] r^ + 7] fj saranno riuniti nei punti 

base del sistema. Sar^ dunque 



ossu 



(^— oS''* ^ S'^ 



Or siccome per la relazione (2) : 



Vrl^n^-D~r\, 



ne sq^e che 



(«- O^r, > «»-D~r: 



ed essendo (7) -D < 2w — i : 



(n - f,)^ ^ > n*— 2w + I ~ <. 

Supponiamo ora che il teorema (8) non sia vero e che si abbia 
invece X ''* < ^• Ne seguirebbe allora 

(« — rjr, > »' -- 2« + I — r? 
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ossia 

«r, > n(n — 2) + i, 

il che fe assurdo per r, < n — i . Si ha dunque il teorema : 

Teorema IV. — Eccetto il caso di un sistema lintart di ordine n 

dotato d'un punto bast (n — i)-plo e di s(s ^n— i) punti base sent- 
plici, in ogni altro sistema lineare di genere T^ero con punti base ordinart, 
la moltiplicith del punto base pih elevato e sempre minore della somma 
delle moltiplicith dei rimanenti punti base. 



n. 



7, Supponiamo ora che nel sistema [S] p punti base jc^, JC^, . . . , ;c^ 
siano vincolati fra di ioro da un legame determinato da una curva C 
dell' ordine m; in altri termini, che una curva C deU'drdlae m 
passi pei punti x^^ x^^ , . . , x^ rispettivamente con a^, a^y . . . , a^ 

rami per modo che sia y—^ — - — ^> — ^^ — —^^. Q) 

In tal caso il Teorema I sussiste medesimamente, e se la curVa C 
i di genere p>Oy la riduzione del sistema [S] mediante trasforma- 
zioni quadratiche, col metodo pii!i sopra indicato (n.^ 4), non troveA 
alcun ostacolo e si perverr<^ ad uno dei sistemi di ordine minimo de- 
finiti dal Teorema 11. Se per6 la curva C i di genere zero, in tal caso 
egli h evidente che, dopo un certo numero di trasformazioni quadratic 
che^ si giungerii necessariamenie ad un sistema in cui una delle rette 
congiungenti due a due i tre punti base piii elevati, passa per uno, o 
piii, dei rimanenti pimti base. In questo caso un' ulteriore trasfonna- 
zione quadratica i cui punti fondamentali coinddano coi tre punti base 
pii!i elevati, darebbe luogo alia formazione di una singolariti superiore 
comune a tutte le curve del sistema trasformato* , e precisamente nel 
punto fondamentale ddla 2"" figura che corrisponde alia retta in qui- 



O Qualunque altro legame che facesse dipendere gli uni dagli altri i punti base 
di un sistema lineare di genere zero, non altererebbe il processo della ridujiom^ 
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sdone, presa come retta fondamentale della i* figura. Sarenuno al* 
lora in presenza di sistem*. dotad di pund base superiari : il solo caso 
che ci resta ad esaminare. 



m. 



8. NeU'esame di questo caso seguiremo testualmente Ting^noso 
procedimento cui ha avuto ricorso ilNdtherper risolvere ii problema 
analogo che presentasi neila riduzione delle red omaloidiche (*). 

Supponiamo che nel sistema [5] , ad un punto base /-plo siano 
avvidnad infinitamente, in diverse direzioni, m pund base dei gradi 
^ > ^ > • • ' yL (nell'ipotesi : ^'i > ^ > • - . > D- Sari allora per la 
definizione del punto singolare : 



(9) E'»< 



Supponiamo inoltre che i tre pund base pii^ elevad siano i pund 
/-plo, f,-plo, vplo; poichi i questo il solo caso in cui non & piA pos* 
bile di applicare la trasfonnazione quadiadca i cui pund fondamentaii 
coincidano coi tre pund base pid elevad (**). 

A. Sia / < « — I. Poichi / > 7^ ^, segue dal Teorema IV che 

il sistenu \S] sarii dotato mcessariamente di altri pund base (uno al- 
meno) , le cui moldpliciti vogliamo indicare con A, , A, , . : . (nell*i- 
potesi: *,>*,>•••)•' ^^^ allora 

^>*,>*.>..:0 



Zur Theorie der 'emdeutigen EbtmntramformaUonen (I. c pag. 657-639]. 

(^) Se dei tre punti base pi6 elevati, due soli divengono iniimtamente vidni, 
si applicherA la trasfonnazione quadratica particolare in cui le cooiche deUa rete orm- 
ioidica passano per due pund fissi, in uno dei quali hanno la tangente comone. 

(*^) n Ndther non dimostra che uno (almeno) di questx pund base ^fC deve 
necessariamente esbtere nel sistema. 
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Si avranno inoltre pel sistema [S] le relazioni analoghe alle (2), 

(3), (4). (S) e (6), cio^ : 
(10) n^-D^r + '^ii + ^hl 

(ii) jn — jD— 2 «/> yi4+ 2 A, 

(12) j+i.+h>n 

(13) j + 2i,>n 

(14) 3;>« 

Intomo ai punti base /^-pli pu6 supporsi che siano tutti a distanza 
finita dal punto ;-plo, owero che tutd, o in parte, divengano infini- 
tamente vidni al punto /-plo sugli m ij^-pli rami di questo punto. 

In quest'ultimo caso se un punto Vplo si awicina infinitamente 
ad un punto VP^^ ^^^ 



K < h' 



Dimostreremo ora che 



(is) / + 2A, >fl. 

Supponiamo che il teorema non sia vero e che si abbia invece 
/ + 2 fc, < n. Poniamo 



»T--f*»T» 



^v « cv. (-^4^) * 



in cui Jj < I , <r^ < I. S^;ue allora 
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ISO 

Cib posto dalle equazioni (lo) ed (ii) si ha ' 






dalle quali eliminando >^ dy, ricavasi 



*»■ 



Or siccome (13) i\ ^>o, e d'altra parte 

ne segue che nella precedente disuguaglianza si pu6 rimpiazzare 
I, V x^ con /. Per il che si ottiene 

Or 6 facile mostrare che quest'ultima disuguaglianza i un assurdo. 
Infatti si ha : 

ed essendo (12) / 4- 1\ + i^^n c (9) i\ + i, ^; : 
ed essendo per ipotesi ; < n — i : 

JL:zL^D + 2)>D. 



Resta cosi dimostrato il teorema (15). 

9. a) Supponiamo che il pun to h^-p\o sia a distanza finita dal pun- 
to /-plo. In tal caso poichi ; -j- 2 A, > n, sari / -f- i^ -+• A, > « (ep- 
per6 i tre punti /-plo, i,-plo, A -plo non giacciono in linea retta). Ne 
segue allora che applicando al sistema la trasformazione quadratica par-^ 
ticolarei cui punti fondamentali coinddano coi punti /-plo, i,-plo, fc,-plo, 
si passeri ad un sistema trasformato di ordine in — / — 1, — ^i < «. 

P) Supponiamo invece che il punto A -plo siasi awicinato infini- 
tamente al pimto /-plo sugli 1*4 rami d'un punto irplo. In tal caso sari 
H> i,, d'onde, pel teorema (15), / + ij -+• A, > n (epper6 i tre pun- 
ti /-plo, i^-plo, h-plo non giacciono in linea retta). Ne segue allora 
che applicando al sistema la trasformazione quadratica parricolare i cui 
punti fondamentali coincidano coi punti /-plo, vplo, ^^P^o, si passeri 
ad un sistema trasformato di ordine 2 « — / — i\ — A, < «• 

10. Dalla discussione precedente si conclude che dato un siste- 
ma [S] dotato di punti base superiori, se / < w — r, allora i sempre 
possibile di applicare una trasformazione quadratica che abbassi I'ordine 
del sistema. Cosi, dopo un numero finito di successive trasformazioni 
quadratiche, sempre che non s'incontri un sistema di ordine [^ dotato 
d'un punto base di grado / = pi — i, in cui sono venuti a coincidere, 
in diverse direzioni, 5(< \l — i) punti base semplid (nel quale caso 

il sistema pu6 non possedere alcun altro punto base semplice che fac- 
cia I'ufficio del punto A -plo pii sopra considerato), si giungeri neces- 
sariamente ad un sistema dotato di un numero di punti base (a di- 
stanza finita o infinitamente vidni) < 3, epper6 (n.® 4) ad uno dei 
sistemi di ordme minimo indicati dal Teorema 11 (ove nel sistema (a) si 
intenda incluso il caso che i due punti base coincidano). 

B. Sia/ss'W-^i. Supponiamo cioi che durante il processo di riduzione 
s'incorra in un sistema d'ordine (a, dotato d'un punto base ((x — i)-plo, 
nel quale sono venuti a coinddere, in diverse direzioni s (< |a — i) 

pund base semplici. In tale ipotesi se il sistema possiede inoltre uno 
(almeno) punto base semplice, il quale sia a distanza finita dal pun- 
to ((A — i)-plo, owero infinitamente vicino a questo punto sopra uno 
d^ s rami, aUora, in ambidue i casi, il sistema 6 trasformabile in 
un altro di ordine inferiore, per come abbiamo mostrato nel numero 
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precedente (a e (i). Ma se il sistema non possiede un punto faosesK- 
£ttto, ^li ^ allora evidente che esso non h ridudbile da akana tn- 
sformaztone binztonale. Or siccome in tal caso 

D =- |t' ^ (|» — i)» — 5 - 3|t _ J — I, 
d'onde 

D-4-5+ I 

I* -,--; 

ne segue^ che ai sistemi di ordine minimo precedentemente trovad 
(Teorema II), bisogna aggiungere il seguente : 



Sistema deWordim — -- — — — (^ < ^ — i) dotaio d*un punto 
base at grado ■ i — con s tangentt Jissc 

2 2 

(disUnte o coincidmti) comuni a tutte k curve. — 

Riassumendo i risultati della nostra ricerca siamo on in grado di 
enunciare il seguente teorema generale : 

Teorema V. — Qualunque sistema lineare di genere :^erOj lak che 
dtie curve s'incontrano in D punti variabili coi paramHri del sistema, i 
sempre ridudbile^ mediante trasforma^ioni quadratiche, ad uno dei seguenti 
sistemi di ordine minimo : 

[A]: Un sistema lineare deWordine — -^- — dotaio di un punto hast 
ordinario di grado — e d'un punto base semplice a distan^a finita. 

2 

[B]: Un sistema lineare deW ordine ^ + ^ + ' (o ^ j ^ J5-i) 
dotaio d* un punto base di grado con s tangenti Jissc (di- 

2 

stinte coincidenti) comuni a tutte le curve. 

[CJ: Un sistema lineare di coniche senT^a punti comuni (JD «« 4)- 

[D]: La rete delle rette del piano (JD =« i). 
1 1. In particolare se il sistema dato possiede esclusivamente punti 
base ordinari , assegnati ad arbitrio , si avr4 nel caso [E\ x •* 0. Id 
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tale ipotesi si ritrova. il Teorema II; il quale, d' altra parte , ci per- 

mette di enundare la seguente propriety : 

Teorema VI. — Mediante un'opportuna trasfomuv^ione quadroHca e 

sempre possiinU di irasfarmare un sistema lineare di genere :(ero dotaio 

di punU base ardinart, in un aliro di ordine inferiare, purchi Vordine del 

sistema sta > ■ — , awero > ■ — , secondoche e paw o dispari 

U numero D deUe interse:(ioni mobili di due curve qualunque del sistema, 

12. Supponiamo che in un sistema lineare di genere zero I'ordine 
ed i gradi di moltiplicitb dei punti base (a distanza finita o infinita- 
mente vidni fra di loro) siano tutti dei numeri pari. In tal caso egli 
i evidente che i processi di riduzione indicati nei num^ 4 e 9, non 
possono mai dar luogo, nh ad un sistema di ordine dispari, nh ad un 
punto base di grado dispari. D'onde segue che un sistema siffatto deve 
necessariamenie poter ridursi al sistema di ordine minimo [CI (Teore- 
ma V), cioi ad un sistema lineare di coniche senza punti comuni. Or 
questo ammette al piii 5 parametri arbitrari ed h 5-plamente infinito ove 
le coniche non siano vincolate da alcuna condizione. D 'altra parte in 
questo sistema i) = 4. Si ha dunque il teorema : 

Teore&ia Vn. — Un sistema lineare di genere T^ero per il quale 
I'oKOiHE ed i GRADI DI MOLTiPLiciTA dei punti base (a distanza finita 
injinitantente vidni fra di loro) sono tutti dei numeri pari^ ammette , al 
p&j S parametri arbitrarly ed i tale che due curve s'incontrauo inD^^ 
punti variabiU coi parametri del sistema. II sistema i j-plamente infinito 
sc i unicamente determinato dai punti base. 

13. Supponiamo che in un sistema lineare qualunque di genere 
zero le curve non siano vincolate da alcun'altra condizione all'infuori 
di quelle assorbite dai punti base. AUora, in modo analogo a ci6 che 
abbiamo pniticato nelnum. 5 pei sistemi [A]y [C], [D] (Teorema V), 
troviamo che il sistema [B] ci di parimenti : 

'- i.e±fti.(2±i±i+3)_i.5±i-.(5±i.Zi+.) 

— J « Z> + I. 

D'onde s^;ue finalmente il teorema generale : 
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Teorema Vni. — r Qudlunqat sistema linear e di genere ^ero, Jeter^ 
minato dot punti bast e tak cbc due curve s*incontrano in D punH va- 
riabili cai parametri d$l sistema, I {D + iyplamente injimlo. 

14. (*) Quest'ultimo Teorema conduce ad uiu proprieti geoeiak 
delle curve algebriche di genere py delia quale ho dato renunciato in 
una recente Nota : Sur une question concernant Us points sinpdiers dfs 
courhes algibriques planes. (**) 

Sia 

l*equazione di una curva algebrica del genere p^ della quale sono daU 
le singolariti. Supponiamo che il primo membro contenga aacora(Ii- 
neannente) k paranietri arbitrari a,, a^, . . . , fl^. AUora , &cendo va- 
riare in tutti i modi possibili i parametri (a) , si avr^ un sistema li- 
neare [F], Jfc-plamente infinito e del genere />. 

Sia D il numero di punti , variabili coi parametri (a) , in cui si 
incontrano due curve qualunque del sistema [F]. 

Supponiamo inoltre che si possa disporre dei parametri (a) in gui- 
sa da soggettare la curva generica F a possedere, in punti assegnad 
ad arbitrio, delle singolaritii ordinarie i cui gradi di moltipliciti r^^r^^ . . . 
soddisfino alle relazioni s^;uenti : 

E-^^=^-A !.''<'>■ 

Ci6 equivale a supporre che del sistema [F] faccia parte un si- 
stema lineare mmore [*] di genere zero : il quale anunettera aflora 



(*) I numeri 14 e 15 sono stall aggiunti durante la stampa del presente fiisci- 
colo(oUobre 1886). 

(**} Comptes Rendus des stances de P^Acadimie des Scimces, Tome CHI, p. 594 
(4 octobre 1886). Questa Nota contiene la soluzione generale del probleina segueote: 
QuaPi il numero delle condi^ioni semplici alle qtudi eqtiivale, per una curxfa algebric^y 
la condi^ime di posseder^, in un punto dato, una singolaritb, data ? 
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parametri arbitrari. 

Pel sistem^ [<^] sia IT il numero analogo a D, SarA allora : 

/)•- D— Vf*. 

Ora dal Teorenia VIII si ha 



**=£>*+ I 



Ne s^ue dunque 



*-- i-5;r(r+i)-D-5;'^ + 



d'onde 



Si ha dunque la s^ente proposizione : 

Teorema DC. — Sia F una curva algebrica dd gcntre p, ddla quale 
sono date h singolarUh , e laky che tsista una curva ^, delh stesso 
ordinCy cbt abbia in comunt con F le date singolarUh ed incontri ulterior* 
menu F in D punti. Se si pud astringere la Curva ^ a possedere inoltre, 
in punH assegnati ad arbitrio, delU singolariih ordinarie i cui gradi 
di moUiplidih f,, r., . . • soddisfino alle reUv^ioni 

2r(r _ I) - 2^, ]2r < 2) - 2p ; 

aUara la curva F contiene ancora 

k-m D—p + I 

costtmti arbifrarie. 
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In pardcolare : il numero d«jle condizioni Itneari che detenninano 

una curva generak dell'ordine n h : 

(« — i) (» — 2) «(w + 3) 

» + I « . 

15. Alia proposizione precedente si pu6 dare il s^ente enim- 
ciato, che i una generalizzazione del Teorema Vm ai sistemi lineari 
di genere qudunque : 

Teorema X. — Sc in un sistema linear e^ dato daipunti hast^ ipos- 
sibik di dtterminare ad arbiirio un sistema lineare minore di gtnere itro, 
alhra fra i numeri k, py D relativi al sistema dato (^d^niti come al 
n.^ i) esiste la rdas^ione : 

k + p — D— I «o. 
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PRESIDENZA G. ALBEGGIAKI 



Trattazione di afFari intemi del Circolo. 



INTORNO ALLA RAPPRESENTAZIONE 

DEL 

COxMPLESSO LINEARE DI RETTE 

SULLO SPAZIO DI PUNTI A TRE DIMENSIONI, 

Nota del Dr. P. del Pezzo, a Napoli 
(JSeduta del ij fehhrajo iS8j) 

Un complesso lineare C k una quadrica Q" a tre dimensioni im- 
mersa nello spazio a 4 dimensioni composto dei complessi C in in- 
voliizione con C I complessi speciali in involuzione con C sono le 
S'je rette , e costituiscono gli clemenli , i punii, della quadrica Q^. La 
2!, e quindi C, si possono rappresentare sopra uno spazio di punti 
a tre dimensioni. Basta a questo scopo projettare Q^ da un suo punto P 
sopra 53, e la traccia A'y sopra 5, di ogni retta r uscente da P corri- 
sponde airulteriore intersezione Adir con (X. Elementi fondamentali di 
questa corrispondenza sono, sopra Q| ,il punto P e le infinite rette di 2! 
uscenti da P, le quali generano un cono Kl immerso nello spazio n 
tangente in P a 2*: ai quali corrispondono ordinatamente in S il 
piano w ^ 5 'n e gFinfiniti punti della conica ^^ ^ Kl w. 

Basta interpretare convenientemente questa rappresentazione di jQ* 
intendendo che i suoi punti sieno le rette di C , per ottenere quella 
del complesso lineare. E si giunge precisamente alia piu semplice rap- 
presentazione di C, che fu gii tro vata da N 6 1 h e r (*) e da L i e (**) e 
poi studiata accuratamente sotto Taspetto geometrico dal Cremona(***). 



(•) Zur Theorie der aJgebraiscben FuncHoiun mehrerer compUxer variahdn (NacJh 
ricbten di Gottinga, 186^. 

(*^ Over en Classe geomelriske Transformaiioner (Atti della Society di Chri- 
stiania, 1871). Ueber Complexe^ insbesondere Linien^und Kugel^CompIcxe, etj. (Math, 
AnndUn, Bd. V.; 

(•••) Sulla corrispondinia fra la teoria dei sisiemi di rette e la teoria delle super' 
fide (Atti della R, Ace. dei Ltncei, UI3 ). 
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Qui mi propongo di dare una costruzione di questa rappresenta- 
zione che 6 la stessa che ho indicata di sopra , ma seoza adopcrare 
altro linguaggio che quello abituale nella Geometria dello spazioacre 
dimensioni e nella Geometria della retta. Ci6 si riduce ad una semplice 
traduzione , e poichi io credo che siano da introdurre francameote i 
concetti degli spazi a pi^ dimensioni anche nello studio e nella espo- 
sizione delle propriety dello spazio ordinario, non sar^ inutile avere 
alcuni £icili esempi di trattazioni parallele di un medesimo argomeato 
in doppio linguaggio, che r^dano abituate le menti a' nuovi concetti 
della geometria. 

1. 11 sistema delle quadriche S del nostro spazio che passanoper 
d^ ratte fisse (a, «>' h lineare, tripLamente infinite e correlativo di se 
stesso. Lt S che passano per un punto M formano una rete, e coq- 
tengono tutte la retta s che esce da M e si appoggia ad o ed m' ; 
^e hanno in comunc tutti i punti di 5 e tutti i piani (tangeoti) pas- 
atnti per s. * 

2. Le quadriche 2S che passano per due punti, ovvcro toccano due 
piani , ovvero passano per un punto e toccano un piano formaoo ua 
fascio-schiera, ed hanno in comune due rette della cong^enza 

3. II sistema delle 2 che toccano una retta i quadratico : ve oe 
ha due che passano per due punti, e due che toccano due ptanl 

4. Una £ ammette una sob maqiera di degenerazione ia una cop- 
pia di piani rw, ru)', dove r i una retta di r« Tangenzialmente la sttsia 
quadrica i costituita dalla coppia di punti rcD, rai'. 

5. Riferiamo le t projettivamente ai punti di uno spazio 5. Mle 
rette di questo corrispondono i fasci-schiere di s, ed ai piani le reti* 
tessuti di s. Vi sono piani special! che esamineremo fra poco, ai quali 
cottlspondono le iretl di 2 dotate di una retta base. 

6. In un fascio di 2 vi sono due quadriche degenerate, dunque: 
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n liiogo dei punti di S at quali carrispondono quadricbc degcnert^ S h 
una quadrica Q. Li dipendenza (ra ua punto di j(2 e Tasse della qua- 
drica corrispondente h univoca , e fomisce una rappresientazioae <ielb 
coogruoaza r sui punti di Q. 

7. II sistema delle S degenerate i cui assi passano per ua puato 
fisso di 6>, ossia formano un £iscio> 6 esso stesso un fascio: gli cor^ 
risponde perci6 una retta di Q. Si hanno cosi i due sisteaii di rette 
di Q coordinati alle due rette o ed ca'. Per un punto ^ di j2 P^* 
sano due sue rette, e ad N corrisponde una S il cui asse r appardene 
a due ksci di assi in r. I due relativi fasci di S sono contenuti neUa 
rete delle 2 che passano per r , dunque a questa rete corrisponde il 
piano V tangente z, Q \n N. I piani di S ai quali corrispondono reti 
con una retta base, inviluppano Q. Per una retta qualunque di i* ae 
passano due, perch & un fascio di S avendo due rette b:)si appartiene a 
due reti speciaii. 

8. D' ora innanzi parlando di quadriche £ inten4erem0 le serk 
rigate alle quali appartengono &> ed w'. 

9. Sia dato un complesso lincare C passante per t^. Ogoi S lo 
incontra ulteriormente in una retta p , e viceversa ogni retta p di i^ 
determina una S. E poichi le S corrispondono ai punti di 5^ si ha 
una rappresentazione deile rette di C sui punti di 5. 

10. Le X di un £iscio hanno per luogo una congruenza, cbe con- 
dene (t» ed ca'^ e che sega C in un iperboloide passants per q». Dua? 
que le rette d'intersezione di C colle % di un fascio fbmiano ua iperr 
bobide passante per fo'; e viceversa, le rette 41 un iperboioidf di C 
passant£ per 10 deteroiinaoo altrettante :£ di un fascio. Sii^come fira 
quelle rette ve a'6 una vicinisslma ad w, cosi lira Is S di un fasdo ire 
u'6 una che tocca G in jm^. Da tutto ci6 segue : i"* le retce ^ S tap? ' 
presentano gi'iperix)loidi di jC che passano per <«; 2^ i punti di S toe- 
rispondefid alle rette di C infiuitamente vidne ad «> fi:>ra^oo un fiuu) 
t che corrispood^ cutto od 0, 
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If. II piano ^ sega h, quadrica Q in una conica x^ cheeilbo- 
go del punti corrispondenti alle rette di C vicinissune ad u, e che 
incontrano o). Piu propriamente ad un punto di x^ corrisponde una I 
degenerata in due fasci di raggi, uno dei quali , contenendo » e uni 
retta di C vicinissima ad ia , appartiene tutto a C Sicche i punti di 
X* rappresentano i £isci di C che contengono (>>. 

12. Quando una retta di S incontra x' la serie rigata conispoo- 
dente si spezza nel ^cio che corrisponde al punto di x\ e in un al- 
troche h un fascio qualunque di Q e che corrisponde propriamente 
alia retta stessa. Dunque i fasci di C sono rappresentati dalle rette cbe 
incontrano >c*. Si pu6 dire che queste rette, che formano un complesso 
quadratico B, corrispondono ai piani ed ai punti dello spazio di C. Si 
hanno cosi due complessi C e rappresentati ciascuno sui punti dello 
spazio dell'altro; e quando una retta di e passa per un punto, il punto 
corrispondente giace suUa conispondente retta di C. Ne segue che ad 
una curva le cui tangenti appartengono a 8 corrisponde una curvale 
cui tangenti appartengono a C. 

13. Rammentando che in C una congruenza lineare ha in co- 
mune con un fascio una retta, e con una serie rigata due rette, si ha 
che : I® i piani di S rappresentano le congrueqze lineari che conten- 
gono w; 2° una congruenza lineare qualunque di C 6 rapprcsentata da 
una quadrica che passa per :c*. 

14. Una curva le cui tangenti appartengono ad un complesso li- 
neare ha Tordine uguale alia classe. Sieno n Tordine e la cbsse, ed r il 
rango di una curva /, le cui tangenti appartengono a C. L'ordine della 
curva corrispondente /', le cui tangenti incontrano x*, & dato dal nu- 
mcro dei punti d'incontro di / con un piano, ossia dal numero dellc 
tangenti di / contenute in una congruenza lineare , cioi secanti una 
retta data; dunque l'ordine di / 6 r. Le tangenti di f uscenti da un 
punto di X* sono tante quanti i punti di / in un piano passante per w, 
cioi n : dunque x* i n-pla per la sviluppabile di /'. II rango di f ^ 
2«. La / incontra x* in r punti, corrispondenti ai piani per « , che 
toccano /; quindi / non incontra w fiiori di x*. 



15. Estendiamo la ricerca supponendo che / abbia con u, t con- 
tatti degli ordini p, , P, , . . . , pi , ed inoltre incontri a volte «. Uor- 

dine di f h r — ^p. Da un punto di x* escono 

«-v-2(p+i) 

tangent!. Ilrango iif h 

2«-X-2(p + i)- 

II numero del punti nei quali /' incontra x* ^ 

^ - 3^ -^i'^ (P + I). 

16. Alle cubiche gobbe di C corrispondono curve del 4° ordine 
e del rango 6 le cui tangenti concorrono 3 a 3 nei punti di x* e che 
incontrano x* in 4 punti. Ad una cubica tangente ad u corrisponde 
una cubica le cui tangenti incontrano x'; che oscula tc in un punto 
di x^. Ad una cubica che incontra co corrisponde una quartica di lango 
5 per la cui sviluppabile x' h doppia, che ha una cuspide sopra x% e 
la incontra altrove in un punto. 

17. Ad una curva di C del 4° ordine e 2' specie corrisponde una 
curva del 6° ordine e del rango 8> per la cui sviluppabile x^ £ quadru- 
pla , e che incontra x" 6 volte. La / toccbi w; allora /' h del 5** or- 
dine, del rango 6, incontra 2 volte x*> e la tocca un'altra volta oscu- 
lando 1;, x^ i doppia per la sua sviluppabile. 

18. Ad ogni intersezione di / con co corrisponde una cuspide di 
/ situata su x' la cui tangente tocca x'. Ad ogni contatto d' ordine 
p di / con «, corrisponde un contatto di ordine p + i di f con ic. 
Tutti i contatii con w avvengono suUa conica x* , perchA la f non 
incontra 1? fuori di x*. 

19. Una projezione piana di f t dell'ordine r — /7p , dclla clas- 
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so 2n — \ ~yj (p + i) e del gcnere p = — r — n + i. Ne se- 
gue che f possiede jr — 4» + X — ^ (p — i) cuspidi. SottracDdo 
Ic > cuspidi situate su x* si ottiene che/ possiede jr — 4»— ^ (?— i) 
tangent! di flesso. Inoltre f h dcUa dasse 2» — 2> — ^Ty (p + 2). 

20. Una sezione piana della sviluppabile f t dell* ordine 

2« — X —^ (p + i), della classe 2« — 2X — ^(p + 2) c del ge- 

nere p = — r — fi + i; essa possiede inoltre due punti multipli di 
2 

ordine « — > >— ^; (p •{- i). Se ne deduce che la f possiede una 
curvA oodile deU'ordine x, dove : 

M = 2«(« - 1)-^ (x~ o^^Cp + E( P + I) + «] 

Ogni tangente di / la incontra n — 3 volte. Ai punti della curva 
no dafe corrispondoao le corde di / appartenenti a C; il liiogo di que- 
stt corde incontra dunque una retta appoggiata ad u in x punti. Del 
resto per questo luogo la retta i« h multipla secondo. 

: f [r^p + '^ ■^'-'Jii^' + + X - 1] -2p- 

Ne^ iegUe che il luogo di quelle corde & una superficie deiroidine 

fi^n —i)—l^r -= (« — I) (« — 3) - 3P' 
21. Una cubica gobba h sempre contenuta in un complesso li^ 
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neart, e cosi una quartica gobba con diw fleisi. Quaikio / h nod cii« 

bica gobba tangente ad co in ^ , abbiamo visto, cht / i una cubica 
die oscula ir in A'j e la cui sviluppabile contiene k'. Bisogna ram- 
nientare il teorema che: ccdati tre punti di una cubicd gobba, i piani 
« oscilatori nei due punti hessiani di quel tre, si stgano titl piano dl 
« questi ». Se ne deduce che un piano tangente a x* sega / in tre punti 
che insieme ad A' fbrmano un gmppo equiimarmonicoi Trasfonaando 
si ha^ che considerando una retta di C appoggiata ad ta le tangenti 
di J che la incontrano (compresa «•) fonnano un gruppo equianarmo- 
nico. Da ci6 il teorema : il complesso lineare che contiene una data cur 
bica h il luogo delU trasversali ddle quaterne di tangenti equianarmd9$i*^ 
ck delta cubica stessa. Questo teorema applicato ad una retta qualiMl^^ 
que di C si trasforma nell' altro : ogni com quadrico passanie per 9^^ 
sega f in quaitro punti equianarmonici. 

aa. La piopriedi precedentemente ricordata si applichi quando / 
noa tocca to, ed allora f h una quartica per la cui sviluppablU %^ h 
tripla. La proprieti^ applicata ad <« e poi trasformata di : / sega ^^ m 
4 punti equianarmonici. Applicandola ad una retta di C che Sega m 
diet che : k* i V inviluppo dei piani che segano f in gruppi equianaf- 
monici. E finalmente applicata ad una reita qualunque di C si ttadMt 
neH'altra : i coni quadrici passantiper %* segana f w gr^pi ^monair^ 
monici. 

2$. Quando / incontra <a si hanno analoghi enunciati per la cor« 
rispondtoce /, la quale h del 4" ordine ed ha una cuspide sulla conica 
x' doppia per la sua sviluppabile. 

24. In generale ai piani osculatori di f corrlspondono le congruenze 
speciali le cui direttrici incontrano / ed u : perci6 la classe di f h data 
dal numero dei punti che / ha in comune con 1' iperboloide di C le 
cui generatrici incontrano a>. Si ritrova cosi il valore del n.^ 19. 

25. Ad un piano stazionario di / corrisponde una congruenza la 
cui direttrice i una tangente di / appoggiata ad (o : ne discende che 
/ possiede altrettanti piani stazionari tangenti nei punti dove essa s^ 
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ga A*. Calcolando direttameate il numero dei piani staudoaari di /, si 

trova r — 3X — xi(f + 3) • considcrando che ua contatto d* ordinc 

p + I con X* equivale a p — i piani stazionari e soctraendo , si ri- 
trova il numero dei puntt d'incontro di / e x^ dato al n."^ 15. 

26. Se la / i del genere p , il numero dei suoi flessi h 

2(« + 3/>— 3) = -f. 

Siccome per n » 4 e^ = i dovrebbe essere t » o, perchi le quam- 
che di I* specie non possono aver flessi, ne conchiudiamo che le quam- 
ticbe di C sono razionali ed hanno due flessL 

27. Quando la / & come al n.^ 22, h f h contenuta in una qua- 
drica luogo di trisecanti : ne segue che le tangenti di / sono in um 
Congruenza quadratica (per la quale ta i doppia), luogo di iperboloidi 
che contengono co e teme di tangenti di /. La superficie focale di qll^ 
sta congruenza corrisponde al sistema delle tangenti di quella quadri* 
ca, che incontrano %' : si ha cosi una superficie del 4^ ordine con una 
retta cuspidate e dotata di quattro punti doppi che sono equianarmomd in 
una cuHca gobba contenuta dalla superficie. 



Napoli, 18 dicembre 1886. 



Pasquale del Pezzo 



SULLE SUPERFlCm ALGEBRICHfi 

LE GUI SEZIONI PIANE SONO UNICURSALI (•) 

Nota dd Dr. 6. B. Ouooia 

(Seduia id ij giugHO 1886) 

I. n sigoor Picard ha annuoziato^ per il primo, che : k sale sth 
perfick algcbrkbc k cut se^ioni plane sono unkursali j sono k superfick 
rigaU di gemrc ^ero e la superfick dl Sulncr (Romlsche Fl&cht) (**). 

Pur tuttavia la dimostrazione che U chiarissimo geometra francese 
ha dato di questo importante teorema, non ci sembra punto scevra da 
obieadoni. In&tti, nella ipotesi che il sistema lineare di genere 2ero : 

\f^ + \h + \f, + \U - 

(rappresentativo di una superficie F, deU'ordlne N, le cui sezioni plane 
sono unicursali) sia dotato di punti base superiorly TAutore si limita 
a richiamare il teorema di NSther, merci del quale h noto che qua- 
lunque cunra dotata di singolarit^ superlorl h sempre trasformabile, me- 
diante corrispondenze Cremoniane \ in una curva in cui tutti i pund 
mttltipli sono ordinari. (^ 



O ^ contetioto di qaesta Nota fa da me comunicato verbalmente alia SocieU 
Materaatiea di Francia, ndla seduta del 18 novembre 1385. (Vedi il BulUtin^\.lLlV ^ 
p. 137 d3Te ne h knxx menzione). 

n problema che vi si tratta mi fu suggerito dal sigaor Kronecker, nel 
LugUo 1881, in .uoa conversazione che ebbi i'onore di avere, a Berlino, con 1' illu- 
sire matenaattco tedesco. Appresi poi che la medesima quistione^era stata gii trat* 
tau dal Picard, fm dal 1878. 

C^)Emile Picard i Sur tine elaste de surfacif aJgibriques (^BtdkHn it la SdcUU 
Pinlamatiqui di Parish 1878, 7^«« s^rie, t. II, p. ia7«i)i). Dfrecente qvesuNou h SUU 
riprodotta, con aggiunte, nel Jourmdjur dU reine und angewandte Matbematik, t, C, fit- 
sckob 1^ (maggio 1886). 

C*0 Ma in tal caso quesd ultiml punti non hanno, in generale, posizioniindi* 
pcndenii, 

22 
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Sicchi egli riconduce il probiema al caso (gii tntbio precedoh 
tcmcnte) di un sistcma lincarc [5], di genere zero, in cui lutti i ptrnd 
base soQo ordioari. Per ule sisteiaay indicando rispeftivamtate con 
*if *a* •••>** *1 numero dei punti base : semplici, doppi, . . . , i-pfi, 
si hanno le relazioni fondamentali : 



dalle quail licaVasi 






ie±i)..."j!i±i)_(w+-,). 



Ora, nella trattazione di questo caso TAutore pone a fondamento 
delta sua dimostrazionc che^/ ^ ^ x^ csprima, semprc, il numero 

delle condizioni assiorbite dall' insisme dei punti base di [5] per una 
curva qualsiasi deirprdine n. Ma egli h evidente che ci6 non pu6 am- 
mettersi con rigore, senza aver pria dimostrata una proprieti caratteri- 
stica di cui godono i sistemi lineari di genere zero, cioik : cbc i fund 
bau nan p0ss0no avert kgami di' natura tale da apporlare dminuiiont 
nel numero tolale delk condizioni che si olUrrebbe oue ognuno di essi 
fosse imposio per si solo . 

m 

2. Nel dimostrare per altra via il teorema del Pica r d abbiamo in 
animo, nel tempo istesso, di fornire un esempio delle importami appH- 
cazioni che si traggono, fiicibnente, dai nostri risultati auUa riduaoae 
dei sistemi lineari di curve plane. 

Sia P una superficie algebrica qualunque, deU'ordine D, la qaale 
goda della proprietii che tutte le sue sezioni plane sono curve del ge- 
nete aaro. Per un noto teorema di NSther (*) ne segue allon che la 
superfide F t rap^esentabile punto a pumo su di un piano F, ossia che 



(*) MoAematische ^bmakn, St, pag. tjy 
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le coordinate bmogenee di un sue puntb x |)ossono essere esprcsse da 
relaztoni : 

ia cui le / indicano lunzioni intere omogeneei del grado if, nelle coor^ 
dinate y^jj^, y^ di un punto y del piano Y. 

Ne segue, che tutte le sezioni piane delta superficie F saranno rap- 
presentate nel piano Y dal sistema liheare di curve, oo' : 

m = X./. + \L + \U + ^4/4 -= o, 

il quale sari di genere zero e tale , inoltre , che due curve s* incon- 
trano in D punti mobili, variabili coi parametri >. 

G6 posto, segue da un nostro teorema (*) che il sistema [5] , 
qualunque esso sia, k riducibile soltanto (mediante trasformazioni qua- 
dratiche del piano y) ad uno dei seguenti sistemi d*ordinc minimo : 

i) -h a 

[^]. Un sistema lineare oq' deirordine — — — , dotato d'un punto 

2 

base ordinario di grado — e d' un punto base semplice a distanza 

2 

finita. 

[B], Un sistema lineare 00' dcU'ordine — — — ^^ (0 !^s ^D—i)^ 

dotato d'un punto base di grado — ^ — ^^— con 5 tangenti fisse (di- 

2 

sttnte o comddenti). 

[C], Un sistema lineare 00^ di conicbe senza punti base^ 
i"* Egti t ievidente che tiei primi due casi la superficie F i rigatt. 



O Gmirali^a^um di im isortma di Nifb$r (in quest! R^ndtcwH^ V I, f* t^^ 
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lofiitti, ogni retta del fascio avente per centro il panto Use muhiplo 
h iDContrata ulterionneQte in un sol punto^ da ogni curva del sistem^ 
il che significa che sulla superficie vi ha un sistema lineare oo* di 
curve f ognuna delle quali & incontrata in un sol punto^ da un piano 
qualunque. Si ha quindi una superfick rigata di gentre :(ero. (^ 

2^ Nel caso poi in aii il sistema [5] £ riducibile per trasfonnaziom 
quadratiche ad un sistema lineare oo' di coniche senza punti base (**), 
si ha allora, notoriamente, la supcrfaie Rotnana di Steintr.(^ 

£ cosi dimostrato il teorema del Picard. 



mm 



(^] Intorao alia rappresentazione plana di queste superficie veggasi It Memo- 
ria del C 1 e b s c h : Veber die giradlinigin Fldcben vom GeuUicbte pssso {MaAt- 
matuche AnnaUn, V). 

C*) Q6 accadrA necessariameate (per come abbiam dimostrato neila meoaofliti 
ricerca, Teorema VII) se nel sistema [5] 1' otdim delle curve ed i graii di mUUl^ 
dei punti base (a distanza fioita o iafmitiimente vicini) soao tutti dei numen pan. 

(•**) Veggasi a ul proposito R o s a n e s : Ueber Sytteme vom KiiihdtmtUH 
(Maibmatifche Amialin^ VI) e la monografia del prof. F.Gerbaidi:!^ fi^A^ 
di Sinner itudiata sulla sua rappitsentfKfioiu analitica, m$diani$ h fcrm$ ternm* f^ 
4r4rj«i»^ Torino s88f. 



SULLA RmUZIONE 
DEI SISTEMI LINEARI DI CURVE ELLITTICHE 

E SOPRA UK TEOREliA GENERALE 

DELLE CURVE ALGEBRICHB DI GENESE p. (*) 

Per 0. B. fiao'oia 

(Settuta M ij fMrafc 1887) 

I. Un sistema Uneare di curve algebriche piane h defioito da tre 
numeri che rivestono il carattere invariantivo per quabiasi trasformazione 
binaonale del piano, doh : 

p^ U genere del sistema, ossia il genere delle curve del sistema; 

D, U numero dette interse^iani mohiU di due curve qualunque del 
sstema; 

hj le dimensioni del sisiesM, ossia ii numero dei parametri arbi- 
trari da cui dipendono^ lineannente, i coefEciend della curva generica 
dd sistema. 

Per ogni stngolo valore di ^ , il problema della riduTiume dei sir 
stemi lineari consiste: ntff indicare tutt* i sUtemi D'oRonffi minhio, cui 
i possihUe di pervenire medianle trasform{i:^i(mi hirtu^ali del piano (in 
particolare trasfornu^ioni quadratiche), per ognuno dei quali Yordine non 
h suseeitibik di essere abbassaio da akuna ulteriore lrasforma:^i(me unruoca, 

Ndla precedente ricerca (Gz) abbiamo dimostrato , per ^ » » 
che i sistemi lineari di curve razionali ammettono i seguenti sistemi 
d'ordiiu minimo : 

[A]. Un sistema dell' ordine 7 (/> + 2), douto d' un punto base 

ordioario di grado 7 i) e d' un punto base semplice a distanza (inita 

(* ? i> + 1). 



(*) La pfe»eoie Nota fa seguito alia Memoria : « GefuraJixmumi di tm Uanma 
a Ndtber » pubblkata in questi Rmdicanii {Vol I, p. 139-1 $6). Mi si perroetu quiiidi 
ik supporre nd kttore la coooxeaza df detto lavoro, che iiuikher6 col simbolo (Gi) 
a fioe di (aciUume i frequeod richiatni. 
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[B]. Un sbtcma dciroraine 7 (Z) + J + i) (o ^x ^ D - il), 
doUto d'un punto base di gradp f (Z) + jr — i) con 5 tangenii foe 

(distinte o coinddenti) comuni a tutte le curve {k'^D + i). 
[C]. Un sistema di coniche senza punti comuni (D = 4,i<5), 
[D]. La rete delle rette del piano (D » i, ft »* 2). 
Supposto poi, che nel sistema primitivo le curve non fossero m- 

colate da alcun'altra condirione tnutne quelle assorbite dai punti base, 

abbiamo tratto il teorema : 

k^D+i (I) 

pit qualunqut sistema linearc di genere [ero determinato dai punti base; 
t quindi il tedrema generale: 

relativo a qualunque sistema lineare di genere p , determinaio dai puni 
base, e tale che in esso sia contenuto uno (abneno) sistema lineare di it- 
ntre :(ero. 

Nella presente Nota, adoperando gli stessi metodi , mi propoogo 
di trattare il problema della riduiioHt per il caso ^ » i, 

Mostterd poi cotne ii teorettia (2) comprenda anche t sistemi li- 
nearif determinati dai punti base^ iquali contengqno uno (almenoj sistem 
lineare di cwroe ellittiche in off ft > i. 

lit ordine alia riduzione dei sistemi lineari di curve ellittiche bxb 
inzituttd notare> che il caso ft «« i i stato gik tratuto dai pro£ Ber- 
tlni (**), il quale ha dimostrato che: Un fascia di curve di genere 
uno i deducibUe per trasforma^^ioni quadratiche da un fascio di cwroe ii 
ordine $m con nove punti base multipli seoondo lo stesso numcro m. (***) 



(*) Questo teorema fu da me enunciato, per U prima vdta» aei Comfia Rn- 
dutf t. CIU, p. 594* 

(^ Rtcerchi tutU trasJarmai^otU univochs invsiutorie n^ piano, 11^ 3 t^lAmuH 
il Mdtematica, VIIl, ). 

(*^] Le curve d'ordine 3m coa 9 pund in-pU son) state ampiameme smd&te 
dai sigQor Halpheo ncll^ Memoria ; ^fir Asr ^urhf pkam du sixHiiU degri ft «tH/ 



I 
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2. Supponianio , da pnma» che H sistetnd lineare [5], di genere 
uDO^ sia dotato di v punti base ordinari, daii comunque, dei gradi 
r^, f,, ..• p ^, dove f, ^r, ^ ... ^ ^• 

Si avranno allora le relazipni : 

2''.(^.-0-(«--0(''-2)-a ' (3) 

t 

^t\ - «« -^ A (4) 

i 

d'onde 

G6 posto , per diaaostrare il teorema : f g + r, + f , > ^ per 
V ^ 3, basta adoperare il procedimento del n^. 3 (Gz). (*) 

Dalle (4) e (5) si otdene : 

f V 



AoM/r iw^tff (ButliHn it la SociiU Matbitttaiiqm di Franci. t X , p. 162). Se i 9 
puQti sooo dati ad arbitrio, per m > i la curva noo esiste. Ma se per esst ne passa 
una , allora ne passaoo infinite , formanti un fascio , ed i 9 punti giacdono sopra 
UQi, ed ana sola, curva del 3^ ordine. £ notevole, inoltre, il seguente risultato cui 
perviene I'lllustre Aatore, col. sussidio delle funzioni ellittiche : 

Daft' 8 fund m^pU tuna curva ttordifu pn cbe devs avtn un nono punto mfU^ 
d htogo tU questo nono punto i una curva ddV ordine } At (m), per la quale ciascuno de^ 
iU S punti daii i mulHplo secondo ^ (m); dove 

issendo p^ q^ r^ ... 1 fattori prlmi del numero m. 

Di pib : Fra le curve Sordine 3m dotate degU stem nove punti multipli di grado 
», f» M Tono 12 che bannOf inoltre^ un punto doppio, 

Quest'ultimo teorema ^ invero, compreso in un altro, pid generate, dl cui mi 
limito a dare Tenunciato: 

Un fascia di gtmre p con ^ punti hose (multipli sempUct) ordinari^ ammctt^ 
v + 4^— X fo^ doppif airinfuori dei punti hafe. 

{*)ytggz9i: C\t\)$,ch'LindemtLnntVorl4Sungenii^ Oeametrie,t,hf^4^* 



la questa equnzione ii primo membro i posidvo e nuUo onb- 
mente per r^ -= r^ — r^ » ... » r^. Si ha dunque 

Supposto oia n'^r^ + r^ + r^ e sosdmendo, si ha riaeguagliaDxi 

la quale^ essendo f ^ r, ^ ^ » & manifestamente assuxda, eccetto che non 
si abbia : " 



Ne segat quindi che all* infuori di questi due casi si ba sempre 

I®. Sc f, =« r,*— f, ■- I, si ha evidentemeate un siskma Untart 
ii curve eUiUich del 3^ ordine con "^^ $ punti base semplid. 
' 2* Sia D — o, f, — f, — fj « HI. Si ha allora dalla (6) 

n(3m — n)^o 
ossia 

ia cui i 3911 ^ n unicamente per m -■ r^ «« r^ «• . • . «« r^. Or in qu^ 
st^uldmo caso, in virtii della (5), si ha 

d'onde 

v-9. 

Se ne conclude, che~: ove in un fascia di curve eUitticbe non si aW^ 
T^ + r^ + r^>n,U fascio I necessariamente cosiiiuito da curve delF or- 
dine $m con 9 punii base m-pli. 

Possiamo adunque enunciare il seguente teorema : 



Teorema I. — Eccetio il caso di un fascto d'ordim ^tn con p punti 
base m-pli, in ogni altro sistema lineare di curve ellitticht d'ordine « > 3 
fOff V ^ 3 punti base ordinari , daii comunque, la somma delle moltipli- 

cith dd tre punti basipiii devati I maggiore ddVordine dd sistema. Si ha 
ciok\ 

^+^ + ^>« (7) 

d* (mde 

rt + 2r^>n, (8) 

3^>«- (9) 

3. S^ue immediatamente dal teorema precedente, che in ogni st- 
sterna lineare di curve ellitticbe con punti base ordinari , dati comunque , 
in rw If > 3, V ^ 3 , Ji Atf 

i) ■< 2n — I . (10) 

In£ittiy supposto D'^ in — i , in virtii della (5) si avrebbe 

i 

a che fe assurdo, giacchfe f , + f ^ + r > « . 

4* Volendo bra dimostrare , perff>3,v!>3,il teortma : 

^<^ + ^+ ••• +^> (") 

basta ripetere il nostro procedimento del n^ 6 (Gz). Si ha allora 
(*«2, 3, ... , v): 



ossia 



k k k 



33 
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E per la relazione (4) : 

k 

Or siccome (lo) D < 2» — i, ne segue che 

(^ — 0-2j^* ^ »* — an + I — i^. 
k 

Supposto ora che il teorema non sia vero e che si abbia invece 
5j^»^^> sostituendo si otterrebbe: 

«^ ^ «(« — 2)+ i; 

il che i assurdo, eccetto il caso r^ ^n — i : soluzione da esdudeni 
per le curve di genere uno. Onde : 

Teorema n. — In ogni sistema lineare di curve dliiHche S orditu 
n > 3 f dotato di v > 3 punli base ordinari, dati comunque^ la mltipli- 

cita del punto base piU devalo k semprt minare della somma idle moltir 
plicitit dei rimanenti punti base. 

5. Passiamo ora alia ridu:(ione del sistema [5]. 

Supponiamo, da prima , che i v punti base ordinari • abbiano po- 
sizioni arbitrarle, afiatto indipendenti fra di loro. In tal caso, applicaodo 
successivamente delie trasformazioni quadratiche i cui punti fondamen- 
tali coincidano coi tre punti base piii elevati, in virtji del Teorema I; 
dopo un numero finito a di sifiatte trasformazioni ^ se i^ > i , si per- 
veni necessariamente ad un sistema [S^], tale che il suo ordine i ^^it 
owero tale che il numero *dei suoi punti base h < 3 . Ne segue che 
il sistema [S^] ^ d' ordine tninimo, sari, evidentemente : 

1° un sistema lineare di curve elliuiche dd ier:(^'ordine con v =« 0, i| 2, 
3> 4> Sf ^9 7 P^^^^ ^^^ semplici a distan^^a finila, owero: 

2° un sisUma lineare di curve ellilHche dd quart ordine con due pt^f^^ 
base doppi a dislan^a finiM. 



Se ft » I 11 processo della riduzione conduni necessariamente ad 
un fascia Sordine 3m con 9 punti base m-pU (m ^ i). 

6. Neiripotesi che i punti base del sistema [S], tutti, o in parte, 
siano vincolati da legami geometrid determinati da curve, valgono iden- 
dcamentc le considerazioni da noi &tte nel n^ 7 (Gz) , alle quali ri« 

mandiamo il lettore. 

« 

7. Supponiamo finalmente che 11 sistema [5] abbia del punti base 
superioru Questo potri allora considerarsi come il cajo limite d'un si- 
stema i cui punti base ardinari divengano infinitamente Ticini [vedi 
(Gz), nota della p. 139]. Onde in tale ipotesi sussisteranno tuttavia 1 
Teoremi I e IL 

Analogamente a ci6 che abbiam praticato nel n° 8 (Gz), prende- 
remo in esame 11 solo caso in cui non riesce possibile Tapplicare una 
trasformazione quadratica i cui punti fondamentali coincidano coi punti 
base piCk elevati. E per6 supporremo che al punto base /-plo, deQa pifi 
elevata moltipliciti, siansi awicinati, infinitamente, in diverse direzioni^ 
m punti base deigradi >\,>^, ... , i„ (;^^^»a^ ••• ^D^ P^r 
guisa che /, f^ i^ rappresentino le tre moltipliciti pii!i elevate del si- 
stema. Sari allora 



/• k E'^' 



da cui discende, pel Teorema 11, la necessith che il sistema possegga 
altri punti base (uno almeno). I quali possono supporsi : 1° ^ dtsUuv^a 
finita dal punto j-plo^ owero, 2^ ttUH^ in parity infinitamente vicini al 
punto j'plo sugli m ij^-pli rami di questo punto. Questi ultimi punti base 

li supporremo del gradi &„ &„ ... , per guisa che 

■ 



(*) A scaoso di equivod facciarao nota re, che, in ordine alia riduzione dei si* 
stemi lineari, il procedimento che segue, dovuto al N 6 1 h e r , pu6 soltanto appH- 
carsi con rigore , ove si pervenga prima a dimostrare [come abbiam fatto noi per 
^ = o e ^ =: I, coll'ajuto dei teoremi IV (G2) e II della presente ricerca], che uno 
(almeno) dei punti base ib-pli debba necessariamente esistere nel sistema. Di questa os* 
^ervaxione non ^ t^a|o il^un conto n^Ua m^nxionata M^moria del prof. B e r t i n i« n^ 9. 
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A, SU / < If -^ 2. Si pu6 ora dimostrare col procedimento del 
Ndther^ da noi adoperato nd n'' 8 (Gz), il teorema: 

J + zh,>n. (n) 

Sopponiamo che U teorema oon sia vero e che si abbia invcce 
j + 2lh'^n. Poniamo 

in cui 5|i < 1 , 9^ ^ I. S^e alloAi 
Ci6 posto, dalle (4) e 5) si ricava 

^-D-r + i-S'^+i^yS': 

dalle quali eliminapdo^gy : 

D^*^ (3; -n + D) -.(;. - "-^yZ V 

Or siccome (8) i ^ > o, e d'altra parte 

2 



ne segue che nella precedente ineguaglianza si pu6 rimpiazzare i^\ 
con y. Si ottiene allora : 

■ 



'. 
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il cbe i assurdo. Io£itd, mentre si ha 

d*altra parte, essendo / + 1, + i^>n cd i, + i, </ : 
cd essendo, per Fattuale ipotesi, / < n — 2 : 

2 

Sari dunque / + 2*, > » . C. V. D. 

Risulta immediatamente da questo teorema che : 

i^ Se il punto &,-plo trovasi a distanza iinita dal punto /-plo, sari 

/+^ + *i>^- D'onde 2« — (/ + », + *,)<«• 

2° Se il punto ^,-plo trovasi infinitamente victno al punto /-plo 
(in tal caso, necessariamente , sugli i^ rrmi d' un punto vpl^> ^^^^ 
^>fc^, sari / + ij + A, >« (il che esclude', nel tempo istesso, che 
detti trepunti/-plOy vP^o, J!r,-pIo possano trovarsi in linea retta)« D*onde 

2» - 0* + ^* + K) < n. 

Ne segue quindi, che, nell'un caso e nelFaltro, fe sempre possi- 

bile di applicare una trasformazione quadratica che abbassi Tordine del 
sistema. Si perverri dunque, necessariamente, ad uno dei sistemi d*or* 
dine minimo indicati nel n"* 5, dove s'intenda che i punti base pos- 
sano risultare infinitamente vicini. 

B, Sia / « ff — 2. In tal caso il sistema possederi necessariamente 

n — 3 punti base doppi. Di questi , s < possono awidnarsi ia- 

2 

finitamente al punto (n — 2)-plo in diverse direzioni. Per if > 4 ne 
rimangono allora ff — 3 — ^ > i , uno dei quali potri fiinzionare 

come il punto h^-Tplo pifi sopra considerato. Ond' h che, in questo caso, 
la riduzione & tuttavia attuabile come nel caso precedente. 

Dalla discussione precedente segue, finalmentCj il teorema; 
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Teorema nL — Qualunque sistema lineare di curve eUkHcbe i ri- 
ducibik, per trasfarma:(tom quadraticbe, ad uno dei seguenti sistemi ioh 
dine nrinimo: 

Per k>i: 

[£]. Un sistema lineare di curve ellitticbe del ter^^ardine Am ¥ » o, 
r, 2, 3, 4, 5, 6f 7i punH base sempUdj a distan^a finita o infatiUanenU 
vicini. 

[F] Un sisfema lineare di curve ellitticbe del quart ordine con dm 
puntihase doppij a distan:(a finita o infinitamente vicini. 

Per i = I , ossia Z> = o : 

[G], Un fascia di curve diW ordine 3m con nave punti base di grado 
m (Bertini) loco citato). 

8. Ove si supponga che nel sistema [S] le curve non soddisfino 
ad alcun'altra condizione tranne quelle assorbite dai punti base, il Teo- 
rema m conduce immediatamente alia seguente proposiadone ; 

Teorema IV. — In qualunque sistema lineare di curve ellitticbe, dc- 
terminato dai punti base, per il quale k>i, si ha 

9. Se ii sistema [5] & d'ordine pari ed in esso i gradi dei pund 
base (a distanza finita o infinitamente vicini) sono tutti dei numeri 
pari, egli h allora evidente che il processo di riduzione non pu6 mai 
condurre nh ad un sistema di ordine dispari, nh ad un punto base 
di grado dispari, Onde in tal caso sadi necessariamente [F] il sistema 
d'ordin); minimo. Si avri per6 i » i) ^ 8 se il sistema [5] h supposto 
dato, unicamente, dai punti base. Cioi: 

Teorema V. — Un sistema lineare di curve ellitticbe , determinato 
dai punti base , per U quale V ordine ed i gradi di MOLtiPuaTA da 
punti base (a distanza finita infinitamente vicini) sono tutti dei numeri 
PARI h S-plamente infinito e tale cbe due curve qualunque fincontrano in 
8 punti mobUi, variabili coi parametri del sistema. 



C) Ptt k=ii sihz D=s o. Per D=i non esiste alcun sistema lineare di 
curve elUttkfae, siccome era da prevedersi. 
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10. n sistema qualunque [S] sia completamente determinato dalle 
sue siDgoIaritii base [vj , [<r J , . . . , [<Tv] j d^te (*), comunque, nei pund 
^i i ^2 ^ • • • 9 ^v Indichiamo con 

Cj il numero delle condizioni semplici cui equivale per una curva 
algebrica generale^ la condizione di possedere in un punto dato^ la sin- 
golariti [9^, data; 

/j il numero delle intersezioni , confuse in un punto 9^, di due 
curve algebriche che hanno in comune la singolaridi data [ff J ; 

E^ r abbassamento del genere che la singolarit^ [9.] produce se 
essa appartiene ad una curva algebrica. 

Per ]iin nostro teorema, dimostrato altrove (**), si ha allora : 



C^l^R. 



Ne segue che: 



d'onde 

Or siccome pel Teorema IV , supposto i>i,sihal}a^;ne 
* segue dkt, in detta ipotesi, 



(*) Intendiamo che una slngolaritii [9] h data ove sian dati in posizione tutti 
i panti multipli (e semplici) ordinari, infinitamente vicini e i punti di ramtdcazione che 
senroao a comporia. Cost, ad esempio, si diril che una cuspide t daia quando oltre 
al panto doppio h dato hensi il punto di ramificaeione, il quale in tal caso determina la 
dirczione della tangente cuspidale. 

In particolare la singolariti base [9] pu6 essere un punto maltiplo a tangent! 
distinte e variabili tutte, o in pane, coi parametri del sistema; ovvero I'insieme di 
paoti base semplici consecutivi; etc. 

(^) Sur vm qutsUon coneemani Us paints fingulisrs des courhes algibrifuts fkh 
m {ComfUs Rendus^ t CIII| 4 octbbre x886) 
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il cbe esprime, evidentemente, che in un sistema lineare di carve et- 
litdche, per k^ I le singolariih base non ammettono hgami di tak no- 
iura da produrre diminuT^ione nel numero Male deUe cond^toni chc si 
otterrebbe ove ognuna di esse fosse imposia per si sola. 

II. Sia [rj un sistema lineare qualunque, definite dai numeri 
invariantivi p^k^D e completamente detenninato dalle singolariti base 
[^t]» [^J' • • - ' [^J - SupponiamOy inoltre, che il sistema [7^ conteoga 
un sistema lineare [7^], di genere uno^ ad un numero kf di ^en- 
siooi, dove i < Jk^ < i. Per ci6 che abbiam iatto osservare nd n" pI^ 
cedente, le singolariti^ base del sistema [ T'] non ammetteranno alcun 
legame che arrechi diminuzione nella somma delle condizioni espresse 
da ognuna di esse presa per sh sola. Ne segue allora, a fortiori^ che 
lo stesso awerri^ per le singolaritil base del sistenu [ 7^. Onde ; de- 
finiti i numeri C^ , /^ , f^ come al n^ precedente, si avri : 

,^)-[.-D_( ('-OC-^) _,)]^Z>-f + .. 

Perveniamo, adunque^ al seguente teorema: 

TeoremaVI. — Se un sistema lineare^ determinato dai pund bau, 
contiene un sistema Uneare di curve elliuicbe di dimensiani > i , /r^ < 
nutneri k^p^D^che d^niscono il sistema, esiste la rda^^ione : 

* + p — 1>— 1=0. O 



(*) In questo teorema la proprieti gi& |enuDcuta nei Canutes Rmdus (l* c.) e 
nd teo^emi DC e X {Gt)^ b estesa, come vedesi, ad an pii!i gran numeto di asmii 
lineari di genere p. Ma neanche qui t dimostrato che la restrtzioae da m impo- 
stt lia neeessafia, Sarebbe quindi desiderabiie che si 'possa penpenire ben presto ad 
cnundare il teorema nella sua forma definitiva. 
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* * 



12. Dal teorema precedente discendono importanti corollari in or- 
dine alia teoria del sistemi di punti d' intersezione delle curve algebri- 
che e alia geometria sopra una curva algebrica. 

Ci riserbiamo di trattare partitamente sifiatte question! in una pros- 
sima pubblicazione. Pur nondimeno reputiamo utile di enunciare in pro* 
positOy fin da ora, alcune proposizioni fondamentali, le quali si possono 
riguardare come estensioni, alle curve dotate di singolariti qualunque, 
deinoti teoremi di Gergonne, Pliicker, Jacobi e Cayley, sui 
sistemi di punti d'intersezione delle curve algebriche general!. 

Premettiamo alcune definizioni. 

Siano [(rj j [a*] , . . . , [<iv] delle singolariti di curva algebrica, ben 
definite e date , comunque, nei punti (r^, (fu ... , o^. 

Siano inoltre /. , f . le caratteristiche della singolaridi [er.] definite 
come al n° ID. 

In ci6 che segue intendiamo occuparci delle curve C dotate delle 
singolarUb date [a.] e il cm ordine m non sia inferiore ad un certo limite % , 
imposto dalla condtT^ione che il sistema lineare [Cm], determinato dalle sin-- 
golariih base [a.] , ammetta un sistema lineare di curve ellittiche di di-- 
mensioni > i (*). 

Ove occorra, indicheremo con Fj qualunque altra curva d'ordine 
/, non appartenente alia £uniglia delle C. 

• 

13. Perdue curve sifl&tte C^ , Q, degli ordini m, n, owero pei re- 
lativi sistemi linear! [Q,], [CJ, siano, rispettivamente, k^, D^^ , p^ ; 
K I D^ J Pu9 ^ numeri invariant!, analoghi ik, Dy p , definit! come 
al n^ I. 

Indichiamo inoltre con D^„ il numero delk ulteriori interse^^ioni deUe 
curve C« , Q ^ all' infuori di quelle assorbite nei punti (Ti , dalle singO' 
larita [a.]. 



(*) £ owio fl £ir notare, che, ove si pervenga a trovare la minima restrizloae 
cui h snscettibile il nostro teorema sui sistemi lineari di genere p , gU enunciati che 
segaono non potrebbero che acquistame' maggiore generality. 
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Si avtanno alloni le rdazioni s^end : 






D__ — I>_ = m* — n* 



/.= i(«i-i)(«-2)-2^,>. = i(«-i)(n-2)-2£ 

/>-—/. = i [»»(»i — 3) — n(« — 3)]. 



£ pd Teorema VI : 

*• *■ ^•• — P« + I. 

*« =- ^«. — ^« + I , 

14. Ci6 premcssOy dimostreremo la se^ente proposizione : 

Dd D^ punli d' inter se:^ionc di una curva C„ , S orditie m , con 
una curva data C, , d'ordhu n : 

I** j« «i < w , ^ (« — »^) + />„ — I o 

2® « m > n, p^ 
SCM d^krtfimati dai rimanenti. 

a) Siaf/i<n. Vi sono allora, evidentemente, t« — 2)^— ^•^'^ 



4te 



iMteMlftiMta 



(*) Owero : m (« — m) + 4- [« (wt — 3) — If (« — $)] +/>, - h 
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punti d* intersezione dati, i qunli determinano comptetamente la cam 
C^ , e per6 tutti gli altrt punti d' intersezione, il cui nuiuero i 

^•. — (^««. —Pm + - «»(» - ^) + />«.— I- 

i) Sia m s> n. In tal caso fiicciamo osservare che tutte le curve C'«, 
d'ordine «, fonnano un sistema lineare [C J di dimensioni K^^nm'^Pn'^ ^^ 
il quale determina sopra una qualunque di esse , e nella specie suUa 
curva data C, , una serie lineare oo^w»"'« [Go] di gruppi Go di D 
punti: tale, cioe, che dati ad arbitrio, sulla curva C, , Z)„ — p^ punti 6 
completamente determinato il gruppo a cui essi appartengono, e per6 
i rimanenti punti, il cui numero 6 D^^ — (JD„ — ^ J =■ p^ . Talchi : 

Dei D^ punti d* inter sa^iom di due curve C,, C„ dclPordinc n , p^ 
sono determinati dai rimanenti. 

Come caso particolare, posto />« = 7 (« — i) (« — 2), D,, » it' , 
si ha il noto teorema : a Degll n^ punti d' intersezione di due curve 
« generali dell* ordine n^^(n — i) (n — 2) sono determinati dai ri- 
ft manenti -j- n(n + 3) — i (*) ». 

c) Sia m > n. Indichiamo con C„ » » Q =» le equazioni delle 
curve C^ , C^ . Adoperando un noto procedimenio (**), invece delTequa- 
zione C. = 0, consideriamo I'equazione 



^o^c ^w I, = rappresenta una curva generale dell'ordine m — n che 
non passa per i punti d^ , e per6 contiene 7 (« — « + i)(« — » + 2) 
coefficienti arbitrari. Egli h allora cvidentc che questi ukimi coefficientt 
possoao essere scclti in guisa da annullare un ^ual numero di coe^ 
ficienti della funzione C'« . Ne segue dunque che seoza attemre tt ^ 



O I^ i Q c k e r : AfiaJytiseb'-geometriscJH Eniwicklungetiy t. I, Esscq i8a8/ p. 228; 
Amuda de Gergonne, t. XIX, p. 97 e 129. 

r*) Veggasi: Clebsch-Liademann, loco ciuto^ t. I, p. 426. 
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sterna dei punti d' intersezione^ si pu6 sostituire alia curva C. una cona 
speciale 

C. = C. + f_ C - o, 



la quale dipende soltanto da 

*m — t(^ — »+ i)(w — n + 2) 
'^ Omm—pm+ I — 7(m — ff + i')(m — n+ 2) 

costanti arbitrarie. Quest'ultima curva & quindi determinata da D„— ^. 
punti. E per6 : dad D„^ — p^ punti d' intersezione delle Curve C'., C,, 
i rimanenti, p^ , ne sono conseguenza; il che sussiste bensi in riguardo 
alle curve C^, Q, dappoichi i punti d' intersezione sono i medesimi. 
£ cosl completamente dimostrata Tenunciata proposizione. 
Nell' ipotesi m > n , si ha, in particolare, il teorema : a Ogni curva 

« 

« generate d' ordine m descritta per mn — j(n — i)(« — 2) punti 
« dati di una curva generale d'ordine n K,tn, incontra questa in al* 
« tri j-(n — i) (n — 2) punti fissi (*) »• 



15/Osserviamo ora che i numeri 

tn(n — m) + p^—i e />„, 

i quali indicano, rispettivamente, pei casi m < n ed w > « , quanti 

punti d' intersezione della curva data C„ con una curva C^ sono d^ 
terminati dai rimanenti^ si confondono ove si ponga m » n — i^ ow^ 
ro w « ff — 2. Ne segue quindi che per m > n — 3 possiamo rite- 
nere sempre il numero p^ , il quale h compktamente indipendtntt da m. 
Possiamo adunque enunciare il seguente teorema : 



(*) J a c b i : D« rtloHonibus^ quot locum habere dehent inUr puncta iiitertectionis 
duarum curvarim etc. (Crelle's Journal^ t. XV , 1856, p. 285); PiUcker, iHd., 
t, XVI, p. 47)- 
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TfiOREMA Vn. — Dd jD^. punti d' inter stiione di una a^rva C^^ 
Sordine m, con unacurva data C„, d'ardine n, il nurnero dei punti d^ 
termmati dagli dtri i : 

I® m(n — m) + ^^ — I , ie i» < n — 2 ; 

2° />., se m "^ n — 2. 

1 6. Se deUe D^ inierse^^ioni di due curve C« , C^ , degli ordini m 
ed m', jD^, giacciono in una curua C, d'ordine n <^m, k rimanenti 
D^ — D^ « m(m — n) saranno in una curva F_^ Sordine m—n. 

la £itti , per 

f* =t(»^ -»)(^ - « + 3) = O--- O^.-CP^-Z^J 

degli m (m — n) punti residual! descriviamo una curva F„^ , di ordine 
m — n. Allora le due curve C, ed F„^ formeranno ua luogo com- 
posto C^ , deir ordine m , il quale passa per 

punti. Poichi D,m — pm + p^ ^ D„m — pm, ne segue che detto luogo 
passer^ per tutti gli altri punti residuali. Or siccome questi ultimi non 
possono appartenere alia curva C^, ne segue che saranno necessaria- 
mente suUa curva F^^ . Cioi, h curva Fm-« , ben determinata , con- 
tiene tutti g\xm(m — n) punti residuali delle curve d , Cm . C, V. D. 

G)me caso particolare si ha il teorema : a Se delle n^ interse- 
« zioni di due curve generali deU'ordine tn , mn giacciono in una curva 
« generale dell'ordine n < m , le rimanenti ^(m — n) saranno in una 
curva d'ordine w — n (*) ». 

Dalla superiore proposizione e dal Teorema VII per m > « , segue 
che: 

Tegrebia Vm. — Se delk Dmm interses^ioni di due curve Cm , Cm , 
d*ordine m, Dmn — pn giacciono in una curva C» , d'ordine n ^m , que- 



(*) Gergonne: Sur quelqms his ghUraliS qui rigisstnt Us lignu el Us sur^ 
f^ces algibri^ues (Annaks ds Maibimaiiquis, t. XVII, i826»i827, p. 214-152). 
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sia nc anUerrh aUrt pn^ t k rimanenii Dmm *— Dm» «» m(«t ~ ») iA- 
ranno in una curva F^^ d'ordine m — n. 



17. Unitamente aUe curve C e C consideriamo una tem cum 
C^ , dell'ordine q , appartenente alia stessa famiglia, e deEnita dai nu- 

Posto ijj'»m,n,q$i haano allora le relazioni : 

dalle quali ricavansi le fbnnole : 

A-^/-7['('-3).-/a"-3)], 

Du-Dj-ip.r-pi) = L^i..j)(i-j + 3). 

Teorbma DC. — jDofe Jf^ curve Vuna d d'ordine m, I' alirA C, 
Sordine n <Cm, se ddk loro Dmm interse:(ioni ve nt sono 

X ^ Dmn + Dm^ — Dmm — (p^ + p^ —pm) 

situate sopra una curva C^ d'ordine y < w (w < « + ? — 3), J^^ ^ 
coniarra alire D^ — X;ek rimanenti Dm* — ^-y =* ^(^'^ — ?) ^^^ 
fopra una curva Fm^ d'ordint m — q. 
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Infiitti : fia le /)«,, -^ D^^ q(fn ^n) inteTsenoni ddk curve 
C,, Cm non comuni a C, se ne prendano 

e per esse si descriva una curva Fm^ deU'ordiue m — n. Si avrantx> 
allora due luoghi d'ordine m deUa data fiitniglia di curve : Tuno h Cm » 
Taltro & C + F»-». Or stccome la curva Q contiene 

X + fx-D.,-^, 

intetsezioni di detti due luoghi, in virt6 del Teorema Vm ne conterri^ 
altre p^ , cio6 : 



comuni a CL > C e 



D^-y^ 



comuni a Cm , Fm^ ; e tutte le rimanenti intersezioni saranno in una 
curva Fm^ d'ordine tn — q. C. V. D. Q. 

Oltre alia condizione che m sia almeno ^uale al piJi grande dei 
due numeri n e 9 , la dimostrazione precedente richiede bensi che sia 

w — ff < jr. Perchfe se ffi — n^ q eglih evidente che non sarebbe pos- 
sibile di descrivere la curva ausiliare F^^ , d'ordine m ^^n, comple- 
tamente detenninata da punti situati^ tutti, sulla curva C, , d'ordine q. 
Tuttavia perm— n + J — ied«i = n + y — ail teorema non ha 
alcun significato. In&tti, essendo 

Dm,^D^+q(m-n), 

Dmm — Dm, — pm + pn ^ ^(m — n)(m ^ n + 3), 

d ha 



O Per quesu dimostrazione veggasi la classica Memoria del Cremona: 
Introdit^i(m ad una U&ria geometrica delU curvi piam^ v? 44. 
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Posto « » n + y — 1 , owero «s=n + j — 2, in ambo i caa 
si otdene 

Or siccome 7 (y — ^)(s — ^)—pq * > o (^ soltanto = ow 
tratdsi di curve general!), ne segue che X > D^ . Riteniamo pertanto 
la condizione m < n + j — 3. 

x8. Dal teorema precedente segue che i \ punti dati comuni alle 
curve C«^ Cu , Q individuano alcri JD., — )i punti comuni alle curve 
niedesime. Tutd questi punti sono pienamente determinati dallt curve 
C , Q indipendentemente da C . E per6 : 

Teorema X. — Qualunque curva d Sordine m descriUa per 
X - jD«. + D«, — D«« — (?- + A —pm) 

interse(iom di due curve C»j Cq, degli ordini neq{n<;^m,q^m^ 
n -^^ q — ^^m) passa anche per tutli gli dUri punti comuni a questt 

curvi. 

G>me caso particolarei posto Dmm » ni* , Dm = fnn , Dm^ « mq^ 

pm^\{m-i){m-i),p,^\{n- i){n — 2), 

si ha il noto teorema di Cayley : 

« Qualunque curva generale d'ordine m che passa per 

nq — \{n^q — m—i)(n'^q'-'m — 2) 

« intersezioni di due curve generali degli ordini n, q (n<Cm\ 9 < fn» 
«mam^n + ; — 3), passa aciche per tutti gli altri pund comuni 

« a queste curve (*) ». 



(*) C a y 1 e y 9 Cambridge and Dublin Ma&maiicd Jwrwd, t. Ill, 18439 ?• 21 1. 
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19. Se nel Teorema X poniamo q ^ n, si ha iaoltre la seguente 
proposizione : 

Teorema XI. — Se fra i D^ punii base di tin fascio di curve C,, 
d'ordine n^ ve ne sono 

in una curva C„, d'ordine m, dove n < m < 2n, questacurva con- 
terrb i rimanenti D^ — a punti base (*). 

20. Quest'ultimo teorema permette di estendere alle curve C dotate 
di singolarit^ qualunque , i teoremi di Cliasles e de Jonqui^res 
suUa generazione delle curve algebriche. A tale scopo, ove si seguano 
gli stessi procedimenti adoperati dal signor Lindemann pel caso di 
curve generali (**), si perviene facilmente a nuovi teoremi, fra i quali 
h notevolc il seguente : 

Teorema XII. — Se in una curva data Cm i d*ordine m , si vogliono 
deter minare i D^ punii base di un fascio di curve C^, d'ordine n <C m^ 
degli stessi se ne possono prendere ad arbitrio : 

Dmm — pm — 2n(m-^n) se m <, m, 

D^ — ^Pn ^^ /» > 2 n. 



Per il caso di curve generali, ia cui 

a = «• — x (211 — m — I) (ill — m — i), 

ve^asi Ciebsch-LindetnaQn, loco citato, t. II, p. 760. 

(^) Ciebsch-Lindemann, loco ciuto, t^ II, p. 753*764. 
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SUR LES NOMBRES DE SEGNER O 



Par M. Eugftne Catalan, & Li^e 



(Seduta del 19 dicmhre 1886) 



I. brTRODUCTtON. 

!• Divers G^omitres se sont occupfa de ce problime : De am- 
bien de maniires un polygene convexe, de n c6Us^ peut-U Itre dlcomposl 
en triangles, au moyen de diagonales ? (**) 

Soit T^ le nombre des d6composirions. On sait que 

74 « 2, r^ = Sj 3^6 « i4» r^«42, .... 

Les ttombres T^, consid4r6s par Segner(*^), satisfirat aux r^ 
lations 

T^^ = r.r. + TJ^ + ...+ T^T^ + TJ, C^, (I) 

T^^^^T. (2) 



(*) Les rdsultats principaux d^montr^s dans le petit Mdtnoirc suivant ODt £t£ 
communiques , au Congris de Nancy , aoAt x886« En outre , une partie des ooze 
premiers paragraphes se trouve dans le tome II des MHanges tnathimaiiqtus. 

LUge, 2} mars i88j, 

E, C. 

n /««''«/ de Uouvilk, t. ni ct IV. 

(•^) Ibid, tome III, p. 505. 

(•••^ On suppose T ,« T j=s 1. 

(*****) J'*J Awm6 ccllc-ci en 1859. ' 
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De plus 4 com me I' a trouv£ Bioet (*), h foncUon giniralriu 

dc r. est i—y^—4x. c'est-i-dire que 



2X 



i-[^-4x ^ i + r^^+7;^ + ...+ r^;c- + ... (4). 



7. De la formule (2), on d^uit d'abord celle-d : 



ji 2.6.10 ... 4ff~*' 6 ^ v 

•*' " a.3.4... «~ ' ^5; 



puis, en observant que 



2.6.10 ... 411 — 6 =• « (» + i) . . . (2» — a) » (6) 



_, (« +!)(« + 2) .. (2« — 2) ^ 
"+•■" 1.2.3 ... (»—i) 



(7) 



ou encore : 



X 



3. Dans r ^alit^ (4), changeons ;c en x', puis x en -»• Nous 

2 



aurons 






ou 



4* D*apr£s la g^niration des Notnbres dc Segncr, ils doiyeat SQ 



(*) Journal de UouvilUy tome IV, p. 85. 

(^) De li r6sultc» ea passant, cette proposition connue : 

1 N 

Dans k divihppement de (t -f 0*^ » Uscoefficientt sofUriducHbUs d 2a /dfffM -j. 



rencontrer dans les series qui proviennent de la formule du bin6me. 
Par exemple^ comme 



arc sin x 



Yl* i>3>5 ... in— I jc***' 



ou 



arc sm x 



^ ^« 2-6.10 ... 4^1 — 2 x**^' 



46J0 1.2.3 ••• « 4"(2»+0' 
on pent 6crire: 

arc sm j: « > ' — -^— T . /'tqN 

5. Soit 

y «=» I/^i — X* arc sin X ; (11) 

et^ par consequent, 

y^^ — T/fT^ ^^ 5'° ^- (12) 

n est tris facile, non-seulement de divelopper la fbnction jr, mais 
encore de trouver une nouvelle relation entre les Nombres de Segncr. 
Posons, en effet, 

yJT^^'^r, (13) 

ou 

y^^y^n+i)A.:e\ (14) 

Des relations (11), (12), on condut 

y ^ i~jc* 

y— I ^ x~~* 

puis, h cause de ^^ « i : 

i + A^^ + A^x^+ ... + i4.Jc*"+ ... 



En ^alaat h ziro le coefficient de x^", on obtient 

J 2.4*6 • • • (iff "—2) ^ 

•"~ 3.5.7 . • . (2n + 1) ' 

et^ par Temploi des relations (8) et (2): 

Dans le produit des fonctions (9), (10), le coefficient de x***" est 

n+ I J, 



(2ff + 1)4' 



n -»w 



^[?;r^+^2;r.+Xr,r„+ ... +_l-r^,r.j. 



ou 



2» — I J. 



(2n+ 1)2' 



»ft 



^[r.r^.+-|- r,r.+^ r,r^.+ ... + ^-j^- r^.r,]. 



Ce coefficient ^ale aussi J,. G)ns^uemment^ 



T f I 3 T* T* I I f T^ 



a»Hi, J"'r 4»-t« 2« I 



in-^i 4»--' 



■+1 *a 



f(iO 



2n + I "^' ^ <» + I) (2n + r^.' 



Telle est la relation annonc^. (^ 



(*) Ea h combjnant avcc l'iga!it& (i), oq U jimpUfi^ un peu, 
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6. La mithode pric^eme est susceptible de g&iteilisation. Jc ttouvc, 
par exemple. 



/'jx^TTF/pj^ 



5-9 5 ^» S-9'15 ...4»+i «»+i* 
ou, apris quelques tnuisfonnati<»i$ simples: 

3 L ' Vr JJ i^^^2i, 5. 9.13 . . .iM^i 2« + I ^'^^ 

7. D'apr^ la formule de Lagrange, appliqu^ a I'^uatioo 

y^a+~-: (,8) 

X I«2 I ■2*3 

Si I'on suppose a =» 2, et que Ton change x en — fc, on a, 
par r&iuation (18) : 



y 4* 



puis, par la formule (4) : 



et ettfin 






i + 4^+^iL|3}^+^H:^|±i),,+ ... (,5) 



(*) Bertrandt Ca^ diffkmM^ p. 320. 
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• 8. Dans le second membre, le coefficient de x" est 

i(h + n+i)(k + n + 2)...(k +2n— i) ^ _ 

Par consequent: 

Si 

« + P + Y + ..-+l^-* + «, (20) 

on a 



9. Le petit M^moire intitule : Sur un dtudoppement de I'iniigrak 
ellipHquey de premiere esphce (**), contient les relations suivantes : 

+ 4*fe^^(»-!)T„-...]. 

ii*P.~8(3n*-3fi+i)P,^ + i28(fi-iy,P^-or^. 

n en r^ulte, ^videmment, untiquiUion du pretmer degri^ entreJiS 
carris des notnhres de Segner. Pour le moment, je ne puis m'en oc- 
cuper. 



(*) Le nombre des terroes, dans le premier membrc, 'est celux des solutions, 
enti&res et posiilvts, de T^quatioa (20), Ijquelle reaferme k iaconnues. On salt que 
ce nombre ^ale Qn, u, . 

(^ AcadimU de Belgique, 10 oetohre 1885. 

(^ Lesnombreseii/ifrxP,, ?a> ?} , •• . • que M. de Jonqui&res abien 
voulu calculer, ont les valeurs suivantes : 

P, = 8 , P^ = 80 , P, =5 896 , P^ S5S 10 8i6 , . . . . 
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n. Propri£t£s des kombrbs de segker 



ro. D'apr&s la relation 

411 — 6 



ou 



T mm ^ T 



r « 4^ — ^Q T . 



i^ Si n est premier avec 6^ T^ — M(n). 
2® 5i w — I «f/ premier avec 6, T^ ■- !\C(4n — lo), 
3® 5*1 T^ est divisible par un nombre premier p^ supirieur h $ , sans 
gue T^^ le soit, p divise m — 5 . 

4® Aucun facteur premier, de T^ , ne surpasse 2» — 5 . 

5*^ La plus petite valeur de n, quirende m -^ $ divisible par p^ est 

tC/^ + 5). 
e On a 

mats non !^C(p*). 

'f Soit p un nombre premier , suplrieur h 5 . Dans la suite 

^4 , T^\ . . . , T^,il ya toujours tul termes consicutifs MhUs, 

uneseulefois,parp. Uindice du premier de ces termes est — (^+S); ^^' 

dice du dernier est p. 
Autrement dit: 

Tp^ etles ^ ^ termes qui pricident Tp, sont divisibles parp,nuii 

non diuisibles par p*. 

8® Les nombres de Segner , prohngls suffisamment, ^ntienncf^i 
comme facteurs, tous les nombres premiers (*). 



C) Les dtaoDstratioDS sont fort simples. Pour abr^ger, nous les omettooS' 
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11. Soit t le Aombre des termes impairs compris dans la suite 

i" Si n est pair, Tn est divisible par 2^ 

2** Si n est impair^ et igal h 2*n' + i, T, est divisihle par 2*"^. (*). 

12. On sait^ et il est facile de dimontrer que 

- C,n.n - af(2« - I). 

Or, C„,. « (n + i) T^,. Done 

(n + I) r^ - aC (2n - 0, ou (n ^i)T„ - !M(2n - 5). 

La discussion de cette 6galit£ conduit h la proposition suivante : 
Lorsque n « 3(x + i, T. =» !\cl — — ^). Dans Us cas contraires, 

r.= af(2n-5). 

13. THtoR^MB. — Dtf»5 /fl suite T^, T^ , ... ,r^ , T^^, , . . . if/ix 
/w'lwfj cmsimlifs ne sont pas composis des mimes facleurs premiers. 

Cette propriety r&ulte de Tigaliti (2), combin^e avec un Lemme 
prcsque Evident (**). 



(*) Cette proposition rfsolte de IMgalh^ (8), combing avec le th^orhne suivant : 
s Itmt U nombre des termes impairs compris dans la suite 

K^)- '{^)- <r)' <x)' ■ • 

^tn,ft^ divisible par 2* ^ et le quotient est impair {Mimoire sur urtaiues dkomposi' 
tions en earris, p. 65). 
De plus» 

« ^ ft. 

C*) Si dettx fractions iquivalentes ont leurs dituminat^urs premiers enire eux : 

1° Cis fractions u riduisent d un nomhre entier; 

2^ Leurs numirakwrs ne sent pas cmposis des mimes facteurs premters. 

26 
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in. TABLE DBS KOMBRES DE SB GNER (*)• 



n 



s 


s 


6 


2.7 


7 


2.3.7 


8 


2*.3.II 


9 


3.11.13 


10 


2.5.11.13 


II 


2.II. 13.17 


12 


2*.i3.i7.i9 


13 


2.7.13.17.19 


14 


2*.7.i7. 19.23 


15 


2.*5.'i7.i9.23 


i6 


2^3^5.I7.I9.23 


17 


3*.5.i7.i9.23.29 


i8 


2.3\5.i9.23.29.3i 


19 


2.3. 5.11. 19.23.29.31 


20 


2.*3.5'.7.i 1.23.29.3 1 


21 


2.3.5.7.1 1.23.29.31. 37 


22 


2*.3.5.ii. 13.23.29.31. 37 


23 

• • 


2'.3».5*.i3.23.29.3i.37.4i 



IV. DBS GROUPES RELAHFS k UN MOMIRE PREMIER. 

14. Soit, comme ci-dessus (9, 7^, /> un noiiibre premier j supi- 
rieur il 5. On a vu que : 

Si Tn est divisible par p, sans que Tn^i le soil, p divise an -^ 5. 
Les termes 

T T T 



O Eile peut servir ii verifier les propri^^^ ^noocto dans le pftragraphe 11. 



^ 



tous divisibles par p, constituent ce que ron peut appeler : It prmkr 
groupe rehuif au nombre p. 

Aprte in — 5 ^ p, on peut prendre 



ou 



• • • 



«-3/tJ. M-J^+J «_7^+5 



De CCS valeurs r&ultent une infinite d'autres groupes rdatifs k p;. 
savoir : 



T . 


r 


T . 

• • • > 2^ > 






r 


T 


T 


T 

• • • > ^1 



Les Nombres de Segnefy compris dans ces groupes, sont Its seuls qui 
soknl divisibles par p. (*) 

Par exemple, les groupes relaiifs a 1 1 sont : 



T,. 


T 


T 


T • 


r.,. 


T 


T 


T • 


• • . 1 


T 

> . • • . 


T 

• • • • 


• • • • 



lis comprennent tousles Nombres de Segner, multiples de ii. 

1$. Supposons que, n tont donn£, p soit un diviseur premier de 
T^t inconnu. Le nombre T^ appanient k quelqu' un des groups con* 
adtrfa ci-dessus. 



On reconnait ais^ment que : 

1° les groupes n^empiHent pas les uns sur les autres; 

*** ^f^i» ^af+i» ^5^H > • • • ne sotUfa^ divisibles far p. 
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. Cela pos^: 

Si r„ appartient au premier groupe , n est compris enirc 

2 

et p, indusivement; 

Si r, appartient au deuxitoie groupe, n est compris cntre — 

et 2pj indusivement; 

Si T^ appartient au troisiime groupe, n est compris entre — ^ 

2 

et )p indusivement; 

Les valeurs de p sotH done d^termin^es par les relations suivantes; 

n ^ p ^2« — 5, 

2 < ^ < — f-> . 

« == = 2n — 5 



De plus, ious les nomhrts preimers, />, qui y salisfont, dhistnt T,. 
Soit, par exemple, n » 23, auquel cas : 

et^ par consequent, 

/> •- 33, /> = 29, ^ = 31, p « 37» Z' ^ 41* P — I3-- 

En effet, r,^ appartient au premier groupe relatij a 23, 29, 3 1, 37, 41 
tl au deuxieme groupe relatif 2r 13. 

16. Soit p un nombre premier, supirieur iin. S' U divise T , on a 

n < /> ^ 2« — 5; 
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car les relations 

sont impossibles. 

On esc done conduit Si la proposition suivante qui ne difShre pas, 
au fond, du cel&bre postulaium de M. Bertrand: 

Eftire un nambre enticfy supirieur 2r 5, «/ son double dimmul dc 5, 
U y a^ au moins^ un nombre premier, - 

Tr6s probablement, la demonstration rigoureuse doit £tre fort sim- 
ple; mais^ )usqu'i pr^ent, je n'ai pu la troqv^r, 



Paris, 11 d6cenibre 1886. 



E. Catalan. 



t— T=r 



SOPRA UNA CLASSE DI SISTEMI LINEARI 

Dl CURVE PIANE ALGEBRICHE 
Nota del prof. V. Marti netti, a Messina 

(Seduta del 27 mar^o jS8j) 

I. Indichiamo con [4»] un sistema lineare k volte infinito di curve 
algebriche plane d'ordine n e genere p , e supponiamo, che le curve 
4» di questo sistema siano unicamente vincolate a possedere nei puoo 
base 1 , 2 , . . . , V certe singolariti date, del resto qualunque. 

Se D h il nuniero delle intersezioni variabili di due curve del siste* 
ma, voglio dimostrare che fra i numeri D, p^ e k esiste la relazione : 



D—p^k+ I + JSr-o, 



* <^ 



2. Supponiamo in primo luogo, che le curve <P posseggaoo Dci 
punti base del sistema delle singolariti ordinarie , e precisamente in i 
un punto r.-plo. Allora se con /; indichiamo il numero delle conili- 
zioni , imposte alle ^ dai passaggi pei punti base, le quali sono coo- 
seguenza delle altre, noi abbiamo manifestamente le rekudooi ; 



^rf^^^-XJ; 



^' 



*«-w 



tS^C''*- 0- t(«- 0(«-2)-/> O; 



i^ 



TJ?n(r*+i)-T«(« + 3) + *-*, 



.^r t 



(*) Le curve di un sistema lineare non possono possedere panti multipli vi* 
riabili come ha dimostrato il sig. B e r t i n i « tn Sui shfetni Unm » {Rmik9^ U 
H» fsiUuto I/>mbardo^ la ^qa|0 1882), 
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ndo le quali risulta precisamente : 

D^p^k + I + * « 0. 

poi il — I punti, sceiti arbitrariamente nel piano^ staccano un 
sistema [^] , cosi deve essere : 

h <p. 

nei puntt base del sistema vi sono dei puntt di singolariti^ 

<er le ^ y 6 noto, che per mezzo di una trasformazione uni- 

:ata al piano del sistema, si pu6 trasformare questo in un 

ire lineare k volte infinito di curve algebriche di genere p , 

]ue delle quali hanno ancora D intersezioni variabili e per 

posseggono nei punti base che singolarid ordinarie (*). In 

vo sistema [w] le curve sono unicamente assoggettate ai 

punti base, perocch^, se ci6 non fosse^ prescindendo dalle 

li altra natura, si avrebbe un sistema lineare k -{- i volte 

lale si trasformerebbe colla detta corrispondenza Cremo- 

sistema pure lineare k -{- S volte infinito di curve dello 

delle <t» ed aventi nei punti base di [<t»] le medesime sih« 

le <P stesse e questa cosa £ in contraddizione coUa ipotesi 

ha luogo la relazione : 

D—p^k + b+i=Oy b^p, 

valida per un sistema lineare qualunque di curve piane algebriche dato 
dai punti base. 



(*) CX N o e t h e r : U^er die smguldren WerthtysUme einer alg^raiscbm Func^an 
I ««! iit siniuldritt TimkU einer algehraischen Curve {Math. Am. IX. Bd.). 
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4* Se il sistema [^] & di curve razionali avremb necessariamcote 
h ms o quindi : 

k^D+i; 
dot: 

a Le curve razionali dello stesso ordine vincolate soltanto ad ayereio 
punti assegnati date singolarit^^ formano un sistema D + i volta io- 
finito, se 2) & il numero delle intersezioni variabili di due curve del 
sistema »• (*). 

« I passaggi pei punti base in un sistema lineare di curve nzio- 
nali esprimono condizioni tutte indipendenti ». 

5. Se A « I allora sari^ /) » e quindi h ^ p, pab : 

a Ogni &scio di curve di genere p i tale che delie condizioni 
espresse dai passaggi pei punti base p sono conseguenza delle altre •. 

Se si riconosce, che del sistema [<|»] di genere ^ > o fa parte un al- 
tro sistema di curve di genere p — i, il che awiene certameDte se 
Jfe> 3, allora si poiri concludere che per il sistema i hK^p — l* 

6. Se nel sistema [<t»] (ovvero nel sistema [9\ trasformato di [^j 
nel senso del n^ 3, se i punti base sono di singolarit4 superiore) i pund 
base esprimono tntte condizioni indipendenti, la qual cosa awiene in 
particolare se del sistema & parte un sistema razionale , si ha neces- 
sariamente : 

D — k-^p +1=0. 

Messina 16 Marzo 1887. 



(*) II Dr. G u c c t a gtunge per altra via alio stesso teoreraa nella pregevolc 
Memoria « Gtturaiiiiaiions di un Uorem2 di Noeiber » (in quest! Rndiconti I : >) 
ed anche alia proprietii del n^ 6; questa per6 & ditnostrata quando nel sisteai nc 
esisca un altro di curve raiionali, owero (vedi w Sulla ridu^iom dei usUm Uuan 
di curu$ aiUtidfe^ ecc. » quest! Rendiconiil : 4) un sistema 00* ifc > i di curve ellitti- 
che* In una prossima comunicazione far6 vedere , che per/ss2eA>2^ ^^^^^ 
/; s mestre solo per ret! special! k h=st 1^ percl6 basu che in un sistema lioeaiv 
della noscra natora esisu an sistema 00* ^ > 2 di curve di geoere 2 pefcfa6 si fos» 
pondttdere ancora cht h bssQ, 



SOPRA ALCUNI SISTEMl LINEARI 



DI CURVE PIANE ALGEBRICHE DI GENERE DUE 



Per V. Marti netti, a Messina 



(Siduta del lo aprile i8Sj) 

In una precedente comunicazione (*) ho dimostrato che se un siste- 
ma lineare [^] di curve piane algebriche di genere p i k volte infinito, 
e due curve del sistema banno D interseziont variabilis e di piix le con- 
dizioni imposte alle curve sono esclusivamente i passaggi per i punti 
base, allora si ha: 

D—p — k+i+h^Oy p > b- 

essendo h il numero ddle condizioni non indipendenti imposte dai pas- 
saggi per i punti base alle curve del sistema. 

Siccome per ^ «= o (**) ed anche per ^ = i e i > i (***) h ne* 
cessariamente A » o ^ cosl per un sistema [^], soddis&cente alle dette 
condizioni, h : 

D ^k+p—i 

quando esista nel Sterna un altro sistema lineare di curve razionali , 
semplicemente una rete di curve 'ellittiche. In particolare per ogni 
sistema lineare oo^ Jfc > 4 di curve di genere 2 dato dai punti base sar^ 

D « jfc + I. 



O Sopra una classe di sistemi lineari di curve piane algebriche (quest! Rendi^ 
t<mti, 1: 4» p. 202-204 seduu dd 27 mano 1887). 

(^] G u cc i a : GeneraUna^ione di un teorema di Nother [(ibid,, I: 3, p. 139*1 $6, 
scduta del 13 giugno 1886). 

C^} G u c c i a : Sulla ridw^ione dei sistemi lineari di curve elUttiche e sopra un 
teorema generale delle curve algebriche di genere p (ibid,, 1: 4, p. 169-189, seduta del 13 
febbnjo 1887) e Martinetti : Sui sistemi lineari di genere i'{Rend, del R, htitn 
lombardo^ Marzo 1887). 

27 



} 
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Nella presente Nota mi propongo la ricerca dei sistemi lineari & 
genere 2 dati dai pumi base, pei qualt i 



Per i fiisci deve essere D «» o, ^ >= 2 epper6 considereremo so- 
lamente i sistemi 2, 3 e 4 volte inlinici. — Siccome poi se esiste un 
sistema di tale natura, tutti quelli ottenibtli da esso con ttasfonnaaooi 
Cremoniane hamio la medesima proprieti^ cosi ci limiteremo nella no- 
stra ricerca ai soli sistemi irriducibili per trasformazioni quadratiche. 

I. Supponiamo che i punti base del sistema siano i , 2 ^ . . . , |i, 
rispettivamente multipli secondo ^i > r, > , . . > r ^^ per le curve ♦ . 

Allora si dovri avere : 

(I) ^r}^n'-D, 

I* 
j2^i (Ti — I) « j(n — i)(f^ — 2) — 2 , 



i— I 



epper6 : 



(2) . . . . ^r, « 3 « _ D + 2. 



Siccome per la ricerca che stiamo facendo deve essere ^ > 3 e i) < 4 
cosi dovremo supporre [a > 3 > perocchi se i punti base fossero meoo 

I* 
di 3 , certamente sarebbe^r. ^n e quindi dalla (i) risulterebbe: 

n>$n — D + 2, D>2n + 2 

cosa irapossibile nelle nostre ipotesi. Allora dallt (i) e (2) ricaviamo : 
I* I* 

+ 't + 'J + 't 



i 



r 
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e ponendo: 

^ == ^ + ^«» ^ = ^ + ^t ^ « ^ — ^ (per « = 4, 5, . . . rt 
otteniamo : 



2v.r.= -.^(n + V.+ vj-2r,(y,+ vj-2v, v,+ 2r,—D(r,- i). 



Da questa relazione, essendo il primo membro almeno uguale a zero, 
deduciamo : 

n caso & > I i impossibile. 

Per ^ » I si potrebbe ammettere soltanto : 

v^ = V, = o 2f ^ ^ » . r J = I 

e questo non avverri^ mai per le curve di genere due. 

Per ^ Bs la relazione pu6 aver luogo solo quando si abbia : 

V, = I, V, == 0, r^ = I, V. = (per I =3 4, 5 , . • . , (a), quindi n - 4; 
owero : 

I* 

Percid eccettuati questi casi noi avremo sempre 

^ + ^ + '', > ^ > 

cioc ogni altro sistema soddisfacente alle condizioni da noi volute c 
riducibile ad uno di ordine inferiore per mezzo di una trasformazione 
quadratica. 

2. Per potere affermare questo £ necessario per6 dimostrare, che 
quando sia r, + f , + r. > « ^ sempre possibile la riduzione anche se 
i punti base 205 sono infinitamente vicini ad i. Si ricorre per que- 
sto al notorio metodo di No then 
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Se ad I sono infinitamente vicini i punti 2 e 5 , per U qoal cosa 
non si possono piu prendere come fondamentali in una trasfoniuziooe 
quadratica, allora deve esisccre un punto h^ non infinitamente vidno ad i, 
ule che sia : 

Infatti la somma delle molteplicitii dei punti infinitaraente vicini ad i 
deve essere minore od uguale ad r, , per6, se tali punti si chiamioo 
2 y 3 9 4 , . . . , (^ — i) (cambiando ove sia necessario la primitiva d^ 
nominazione dei punti 4 , 5 , . . . [ii) sad : 



e quindi per la (2) (a > A, avendosi f , < « — 2, -D < 4. 

Sia ''fc ^ ''kw ^ • • • ^ ^i*- ^ nostro intento sarebbe raggiunto dimostrando 

che e : 

f , + 2 f^ > n, 

Se cio non fosse si potrcbbe porre: 

rj «= (Ti /^, <r, ^ I per f « 2, 3 , . . . , (A ~ i); 

f\ •= <Ji (^^y^) I <»* ^ I P^r I « 6, i + I , . .. , [1, 

dalle quali segue ancora : 

n^ ^i *",. «, ^ I per » - 2, 3 , . . . , (6 — 0; 

f,^ffY^-^'j, ffj^i per » = fc, A+ 1, ... , (». 



Allota per le (i) e (2) si dovrebbe avere : 



h-H 



r, + ^2'* + ^'2''^ in-D +2 



i»> 



dalle quail si deduce : 



Ma essendo : 



*-i 



'kS'^^'-I^''^ 



si zvTk necessariamente : 



od anche : 

Siccome per noi h r^<n — 2 cosi il primo membro & nullo o nega- 
tivo, perb altrettanto dovrebbe essere del secondo^ perchi poi & 2 r, > n 
(csscndo ^ + r, + r, > w, ^ + ^,^ O e r, + ^^ « cosi il se* 
condo membro non i n^tivo o nullo che per : 

ovYcro 

ar, — 2 =- n , r^ 4. r^ » «. 
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Eccettuad quesd due casi si deve condudere, cbe & ft + 2 r^ > » (fM 
anche : 

n + r, + ^ > n. 

Se quest! due casi poi fossero possibili sarebbe aache alloia 

quindi la riduzione del nostro sistema ad uno di ordine inferioie si poo 
sempre eseguire, told i casi notad al n° i che ora passeremo ad es^ 
miaare. 

3. Supponiamo v, == i, v^ = o, r^ = i, n = i (/ > ^yn = 4 c 
-cerchiamo dapprima se possono esistere reti di curve di 4° online per 
le quali sia D =» i, cioi iEr »■ 2. 

Una rete cosi &tta dovrebbe essere : 

[♦]4 = (i% 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, II, 1 2),. 

Ora le curve passanti per un punto della Jacobiana di questa rete 
devono quivi toccarsi, epper6 si spezzano in una parte fissa ed in uoa 
variabile in un fitscio. Invece questa cosa h assolutamente impossibile. 
In£atti : Se la parte variabile fosse una retta , la cubica fissa dovrebbe 
segare le 4^ in 13 punti almeno. Se la -parte variabile fosse una co- 
nica, la conica fissa segherebbe in 9 punti almeno le ^^ • Sei poi fosse 
una cubica la parte variabile, le 4»^ surebbero segate dalla retta fissa in 
non meno di 5 pund , e tutto questo h impossibile. Per questo noD 
potremo mai supporre, che nei sistemi lineari di curve di 4^ ordiae 
sia A =« 2 per i > I, perocchi se la cosa fosse possibile dovrebbe sem- 
pre esistere nel sistema una rete [^]^ per la quale sarebbe D = i^^ 
questo fii escluso. 

4. Supponiamo on k ^^ 2, D ^^ 2, e quindi^ib = i, doh 

Wi = (iS 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11), . 
Dei pund base o vi ha qualche coppia allineata con i nessuna. 
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Se I, 2, 3 so°o 11^ Ii°^ ^^^^ slloTZ le curve del 4^ ordine 

0. 2, 3), (i, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10), 

appartengono al sistema [4]^ soddisfacendo a tutte meno una delle con- 
dtzioni imposte dai passaggi pei punti base, ed appunto una delle con* 
dizioni essendo conseguenza delle altre, quindi le cubiche 

(h 4i 5» 6, 7, 8, 9, io)j 
devono avere 11 per residuo punto base. 

• 

5. Cosi trovammo una condizione necessaria per I'esistenza del si- 
stema [<^]^ nella ipotesi di i, 2, 3 in linea retta. Ma tale condizione 
h anche sufficiente. 

Preso in&tti uji £iscio di cubiche 

(i, 4» S, 6, 7, 8, 9, ID, II), 
ed una curva qualunque del 4^ ordine non spezzata 

(i', 4> Si 6. 7» 8, 9, 10, iiX 

(cosa manifestamente possibile) la quale sia segata in 2, 3 da una retta 
qualunque condotta per i, Te tre curve (a e ^ essendo punti arbitra- 
rii nel piano che si considera) : 

(i> 2, 3), (i, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, II, a)j, 

(i, 2, 3), (i, 4» 5> 6, 7, 8, 9, io, II ^\r 

(i% 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11)4 

non appartengono ad un fascio epper6 determinano una rete della na« 
tura voluta. 

Se altre coppie di punti base sono allineate con i si avrebbero 
solamente reti piii speciali di questa oatura* 
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^ Se nessuna coppia di panti base h allineata con x allon h 
curva 

(i. aX (h 3» 4. 5» 6, 7, 8, 9, xo), 

appartenendo al sistema, deve passare per ii, quindi ix« non poneodo 
eaacct sulla retta , sari suUa cubica ; per la stessa ragione ancbe 2 si 
trover^ sulla cubica, epper6 vediamo^ che necessariamente in tal casoi 
gli 1 1 pund base devono essere sopra una medesima curva di 5** ordioe. 
Presa una qualunque curva di 4° ordine con un punto doppio in t 
e segandola nei pund 23456789 10 11 con una cubica aiU- 
traria ^ondotta per i, la rete individuata dalle tre curve (non appaIt^ 
nend ad un fiisdo) 

(h «), (i, 2, 3, 4f 5f 6, 7, 8, 9, 10,. II), ^ 

(i. P). (i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, iiX, 

(i*, 2, J, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ID, 11)4 

h appunto della natura considerata. 

Per6 h dimostrata I'esistenza di due dpi di leti di genere 2, ini* 
ducibili per trasformazioni quadradche, per le quali i Zr «> i. 



7. Sistemi lineari piJi che due volte infinid di curve di 4* ordine 
pei quali sia ^ ■« i non sono affatto possibili. 

Basta notare, che Tesistenza di sistemi cosl fatd trarrebbe con se 
Tedstenza di im di curve di 4* ordine contenute in essi^ per le qoali 
sarebbe h ^ i^ mentre i punti base potrebbero prendersi in modo ii 
non soddisfiure le condizioni, die nei numeri j)iecedend abbiamo dioio- 
strate essere necessarie. 

8. Si consideri ora I'altro caso di irriducibilidk : 



If, .» V, « 0, r, « J, ar, - i)(r, - I) « 2?^ ^i^ 
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Si ponga dapprima 

/; « 2 , t « 2, per6 D « i. 



e siano \ i punti di molteplicitii uguale ad -, allora sarii 






sicchi 



>-X4.l 



^7 + 2i'^.-3« + i; 



0^+0-^3«. \-<n* — I. 



perci6 si dovii avcre X ■- 8 e neccssariamcnte r, «■ 1 per i> X. 

Se poniamo t = |* — \ dovremo avere : 

'(f-)-i+- 

donde : 

n T + I 

n primo membro & intero per6 deve essef^ tale anche il secondo^ 
quindi t — i divideri t + i ed anche 2, ossia avremo t ■■ 3 owe- 
ro T a 2. 

A queste due ipotesi corrispondono i sistemi 

(i,» 2/ 3/ 4,' 5/ 6/ 7/ 8/ 9, 10, II),, 

(I,' V 3,' 4,M,' 6,' 7,' 8/ 9,* 10*),, 

28 
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i quail dovrebbero essere doppiamente infiaitu 

Se ci6 fosse le curve della rete passanti per un punto della loro 
Jacobiana dovrebbero spcaoarsi in una parte fissa ed in uoa viriabile 
in un £iscio, ed invece si riconosce senza difficolt^ , che questo non 
pu6 awenire. 

S^ue che 11 caso £ -> 2 per I > i i assolutamente impossible, 
perchi se lo fosse per un sistema h volte infinito, ib > i , lo saitbbe 
anche per una rete mentre ct6 non cwieoc mai. 

9. Sia allora h ^ i, k tm 2^ D ^ 2. 
Avendosi : 

non tutte le v, sono zero. 



Se r, =a r, «= r, — ... « r^ — - - , sari 



X - < 3 » , ossia ^ < 9 , 



Tc - + 2^3;/, ossia X » ^ 9 « — 6 , 
perci6 essendo » > 3 sari necessariamentc 
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D'altra parte n 6 divisible per 3 e maggiore di 3^ quiedi (bvri 
essere : 

r^ « r^ = . . . = fg « 2, r, « r^^ « I, « =» 6, 

ossia : 

[♦], = (•*. 2\ 3'. 4*. i\6\ 7\ 8S 9, ro),. 
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Sistemi doppiamente infiaiti di tale Datura furoao gii incontrad 
dal sig. Bert in i (*), sicch& siamo certi della loro esisteoza. 

I punti base devono giacere sopra una cubica pcrchi la 
(i. 2, 3, 4, 5, 6. 7, 8, 9), contatadue volte deve apparteneie al si- 
stema e quindi passare per 10. 

Questa £ poi condizione sufficiente, perchi se prendiamo una curva 
arbitraria di 6" ordine con 8 punti doppi 

(I', 2% 3*, 4^ 5\6%7\fi'\. 
la quale sia s^ata in 9, 10 da una cubica arbitraria del &scio 

0» 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8), , 

allora le tre curve di 6^ ordine 

(i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, loX (i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 10), , 

(i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10)3 (i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, a), , 

(i% 2% 3% 4*, s*, 6*, 7S 8*, 9, 10),. 

Qon appartengono al medesimo fascio , epper6 determinano una rete 
della nostra natura. 

Dunque se h ^^ i, k '^ 2, esiste per n > 4 un tipo unico irri- 
ducibile, nel quale i punti base sono assoggettati ad una condizione. 
Ora i chiaro , che se esistesse un sistema (2 + ^) volte infinito pel 
quale fosse ^ = i, obbligando le curve a passare per i punti arbitra- 
rily si dovrebbe avere una rete per la quale sarebbe ancora i& » i, e 
cio non puo essere. Dunque concludiamo : 

I sistemi linearly non riducibili con trasformazioni quadratiche, di 
curve di genere 2 pei quali i2}«i+ i — 6,i>i, A>o sono 
soltanto di tre tipi, e per tuui ^ k ^ 2^ b ^ i, essi sono : 



O B e r t i n i : Rieercbc suUe trasjormaihm wuvoche mvolutorU ml piano (An* 
naU di MaUmaUea, VIII, ). 



^ 
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i" [♦]^s(i% 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, lo, ii)^ 
con I, 2, e 3 in linea retta, e i, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, puna base 
di un &scio di cubiche. 

2° [♦L^Ci*, 2, 3, 4, J, 6, 7, 8, 9, 10, 11^ 
coi punti base sopra una medesima cubica. 

f [♦], s (1% 2', 3', 4S 5», 6% 7S 8S 9, 10% 
coi punti base sopra una medesima cubica. 

Messiaa, 6 Aprilc 1887. 



SUI SISTEMI LINEARI 

DI 

CURVE PIANE ALGEBRICHE DI GENERE p. 

Di Corrado Segre 



Estralto di letiera al dou. G. B. Guccia 



(Seduta del 24 aprih 1887) 

Nella Sua importante Nota indtolata « Gtnerali[[a:(iont di un teo- 
rtma di Noiher » Ella si h occupata di una ricerca die pu6 pure svol* 
gersi seguendo un'altra via, per la quale si giunge inoltre a nuovi ri- 
sultati. 

Anzitutto il Suo Teorema X si pu6 modificare ponendplo sotto la 
forma seguente> pii!i completa ed applicabile pii!i largamente. 

Teorema I. — Un sisUtna lituan k volu infiniio di curve piane 
di genere p^ dtUrmhtato dai punti basCy via del resto assoltUamentt qua- 
ItmqiUy abbia D punti d'inUrse^iom variabiU. Se D> 2p — 2^ sorb 

*-D-/>+ I, 

vale a dire le condi[ioni imposte al sistema da tutto I' insittnt dd suoi 
punti basej qualunqut siano i vincoli da cui quesli possono esserc legaii^ 
sono tatUe quanU sarebhero quelle imposte dai singoli punti hase^ quando 
ciascuno di essi si prendesse isolatamente. 

La dimostrazione di questa proposizione h semplicissima. Consi- 
derando una determinata curva / del sistema, la quale non abbia punti 
singolari (iiori dei punti base, t ch^aro ch^ le altre fonQano una op^ 
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di sue curve aggiunU (di specie particolare In quanto die bmso m 
ogni punto r-plo di / un punto multiplo non solo secondo r — i ma 
secondo r) e determinano su / una serie lineare k — i volte iofinita 
di gruppi di D punti. Neiripotesi fatta D > 3^ — 2, questa serie qoq po- 
tri essere speciale (Sptcidl'Schaar) e quindi sari (vedi Brill e Notber, 
Math. Annalen, YH , p. 278) : h — i ^ D — /),chefe appunto lo 
asserto. (*) 

Questo ragionamento si estende al caso estremo di p ^ o. Per 
questo e pel caso ^ = i , essendo sempre soddisfatta la condizione 
D> 2p — 2 , si ottengono i due corollari s^uend. 

Qualunque sisUma lineare di curve ras^ionali determnalo dai punii 
base e tale cbe due sue curve s'incontrano in D punti variabilis ^ D + i 
volte infinito. 

Qualunque sistema lineare di curve ellittiche determinato dai punti 
base e avente D > interse^ioni variabili i D volte infinito. 

Osservando poi che, se una superficie (a due dimensioni) appar- 

tenente ad uno spazio qualunque & rappresentabile sul piano mediante 

un sistema lineare di curve contenuto in un altro il quale rap[»^senti 

' un' altra superficie (appartenente ad uno spazio superiore) , la prima 

superficie sarh projezione della seconda, il Teorema I dari subito che : 

Ogni superficie a se:(ioni lineari di genere p, il cui ordine D superi 
2p — 2 e cbe sia rappresentabile sul piano appartiene ad uno spaiio di 
J) — p + I dimensioniy oppure e proje:(ione di una superficie d'ordine D 
appartenente ad un tale spas^io (•*). 



(*) Ragionando neiio stesso modo si prova che : se i) = a^ — 2, sari 
hzsiD — ^ + 2 , oppure k zz D — ^ + i (secondo che la serie di gruppi di pand 
coDsiderata h speciale o no). 

(*•) Questa proposizione mi pare debba riuscire raolto utile nello studio cfcllc 
superficie. Da essa, mediante il successivo Teorema II e procedendo inversaroeme 
si potrebbe dedurre (ma con minor generalitJi) il Teorema I. Si pu6 infatti dinn)- 
strarla direttamente e completaria nel seguente modo (che comunicai a Del Pezio 
sul principio di quest'anno). Una superficie d'ordine D a sezioni lineari del genere f 
sia rappresentata univocamente sul piano, mediante le curve di genere ^ di un si- 
stema lineare con punti fondamentali ordinari e con D intersezioni variabili. si* 
sterna lineare di curve dello stesso ordine e genere, defmito da quei punti foQ<i<' 
noentali come sole condizioni, sia infmito k volte; e suppongasi inohre che quests 
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Per Bon dihaiiganni aroppo tntlascio di fare akre appUcaziocd di 
quel teoretna e passo invece ad un akro, che pure pu6 essere dt motet 
utiUti DcUo studb dei ststemi di curve , sia da s^^ sia coUegato al F 

Teorema n. — Qiialunqut sisictna lineart k > 2 volte infinito di 
curve S ordine n e genere p con D interse:^ioni variabUi costituisce stm- 
pre, se D > 2^ , la rappresenUv^ione plana unwoca di una superieie di 
or dim D di uno spas^io a k dimensioni ^. 

j^ dmfo m fatti che stabilendo una coniapoadtsiza lineMre tnfc k 
curve del sistema. e gli S^^ di 5]^ , alle curve passand per un punto 
qualunque del piano corrisponderanno gli 5j^, passanti per un deter- 
minato punto di 5)^, e che il luogo di questo al variare del primo 
punto nel piano sari appunto una superficie d 'ordine D in corrispon- 
d^nza univoca col piano, purchi non accada che tutte le curve del si- 
stema passanti per un punto arbitrario del piano passino in conseguenza 
per un certo numero x di altri punti detenninati da quello e variabili 
con esso, poichi allora ad ogni punto della superficie ottenuta corri- 
sponderebbero x + i punti del piano. Ora supposto che appunto quel 
fhtto accada e constderando ancora la curva / del sistema e la serie k — i 
volte infinita, non speciale se D > 2/> — 2 , di gruppi di D punti de- 
tenninata su essa dalle altre curve del sistema, il teorema, gii adope-* 
rato prima, di Brill e NSther dice in sostanza che D — p punti di 



conditioni siano x (> o) dl meno di quante sarebbero* imposte dai stngoli* puiilt 

fond^meDtali presi isolaumenre. Dalle tre equazionl che esprimeranno h^ p^ c D 
m funaioae dell'ordiiw delie curve dfel sistema e delle* moitipiicicft dev pudti base si 
tcafid subito la ssgiiente: k=aD^p-\-i'^x, 

Ora questa, ricordaDdo U. defmizione di k, prova die U superficie considerata 
h proiezione di una superficie d'ordine D a sezioni lineari del genere p appartenente 
ad uno spazio di JD — ^ + I + Jc dimensioni. Sc JD > 2^ — 2, la sezione di que- 
st'uliima superficie appartenente ad un ^d-^, , esscndo di genere p etf ordine D', 
dovra stare in un Sd^ ,. e quindi sari jp =s o, — Come Ella vedc , non- solo ^ A* 
trova la proposizione di cui si tratta, ma si pu6 levando la restrizione D> ip — 2 
eoundace quest'altra : Ogni superficie Sordine D a sezioni lineari di genere p la quale 
stia in uno spazio inferiore ad Sd^^x e sia rappreuntdbile sul piano h sempre prqfe* 
J}9ne di una superficie detto stesso ordine appartenente a questo spa\io. 
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un gruppo di quella serie si possono prendere ad arbitrio e che da essi 
rimangono detenninati i rimanenti p. 

Ma per V ipotesi £2itta , ciascuno di qud D — p punti ne detcr- 
mina altri x : dunque sarji 

e quindi a fortiori 

D-p^p, 

doi D < 2p. Per conseguenza se D> 2p quell' ipotesi t imposabSe 
e la rappresentazione della superficie h univoca, (*) come voievo di- 

mostrare. 

Questo teorema peimette di trasportare ai sistemi lineari di curve 
con D'^ip tutte le proposizioni relative alle superficie rappresentabili, 
e particolarmente quelle molto important! ottenute recentemente da Del 
Pezzo. 

G)si siccome ogni sistema lineare oo^' di curve razionali con B 
intersezioni variabili rappresenta una superficie d'ordine D appartenente 
alio spazio di D + i dimensioni e Del Pezzo ha provato che una 
tal superficie per D > 4 k rigata e per D < 4 & rappresentabile nel 

piano mediante un sistema di coniche, osservando inoltre che due rap- 
presentazioni plane univoche di una stessa superficie sono sempre tn- 
sformazioni Cremoniane Tuna dell'altra, risulta dalla rappresentazione 
minima ben nota delle rigate razionali che ogni sistema lineare di curve 
razionali si potri mediante una trasformazione Cremoniana ridurre a 
certi tipi che sono appunto quelli del Teorema V della Sua Nota« 

Abbiasi poi nel piano un sistema lineare qualunque di curve del 
genere /> > 0. Al n,® 3 della Nota : <r ItUomo ad una proprieih foft- 
damenlalt delk superficie e delle varied immerse negli spa^i a pik dimen- 
sioni » (Rendiconti della R. Accademia di Napoli di fcbbrajo scorso) 
Del Pezzo assegna il valor massimo deU'ordine di una superficie raip- 
presentabUe le cui sezioni Imeari siano del genere p. Quel numeto saA 



(*) Se J9 ss 2p si ottiene x rs i e ne segue che un sistema per coi D^2f 
che noQ sia rappresenutivo di una superficie deve comporsi di curve ipereLittidie, 
s\ ch« Ic loro intersezioni variabili siano p coppie di punti comugaU sa esse. 
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dunque il massimo del numero D delle intersa^oni variabtU delle curve 
del sisUma constderaiOy e mediante il Teorema I se ne trae che Vordine 
d* infinith di un sisttma linear t di curve del getter e /> > o nonpud super are 
un delertninaio limite (il quale sarebbe appunto il numero /> + a + 2 
di Del Pezzo). 

Se si trovano le rappresentazioni plane di tutte le superficie a se- 
zioni lineari del genere />, esse daranno mediante trasformazioni Cre- 
monlane del piano tutti i sistemi lineari di curve del genere p. (*) Si 
ha cosi un metodo molto importante per stabilire certi tipi da cui tutti 
questi sistemi si deducono con trasformazioni razionali, ottenendo cosl 
pel sistemi di genere /> > o quella generalizzazione di un teorema di 
Not her che per /> =» o costituiva I'oggetto della Sua Nota. (**) 

Applicando questo metodo al caso di /> « i , si ottiene la propo- 
sizione seguente : tutti i sistemi lineari di curve elliltiche si possono ri- 
durre mediante trasforma:(ioni Cremoniane a sistemi di cuhicbe piane , 
oppure di quartiche con due punli doppi. In fatti in una lettera del lo 
gennajo Del Pezzo mi comunicava che le sole superficie d'ordine D 
dello spazio a D dimensioni le quali non siano rigate sono : una certa 
D = 8 che i rappresentata sul piano dal sistema delle quartiche con 
due dati punti doppi, un'altra i) = 9 rappresentata dalle cubiche del 
piano y ed infine le projezioni di quest'ultima negli spazi inferiori. £d 
i appunto da ci6 che mediante le considerazioni precedenti io ottenevo 
subito fin d' allora quella proposizione notevole sui sistemi di curve 
eUittiche. 

£ similmente lo stesso metodo applicato a p » 2 di che : tutti 
i sistemi lineari di curve del genere 2 si possono ridurre mediante tra* 
sforma^ioni Cremoniane a sistemi di quartiche con un punto doppio ^ 
di quintiche con un punto doppio ed uno iriplOy di sestiche con otto 
punti doppi. 

Torino, 9 aprile 1887. 

CORRADO SeGRE. 

(*) Hccettuati solo quelii che non costituissero rappresentazioni univoche di su* 
periicie, n& fossero contcnuti in altri sistemi del genere p rappresentattvi di superficie. 

Di questa restrizione va tenuto conto anche in ci6 che dir6 poi. 

(**) £ per6 cbiaro che anche il metodo da Lei usato per ^ = o si pu6 esten- 
dere a valori superior! di p, 

29 



UN TEOREMA SULLE SOSTITUZIONI 



Nota del prof. F. Giudioe, a Palermo. 



(Seduta del ig dicembre j886) 



Teorema (*). — Se due gruppi G ed H degli ordini pi /? v sonc 
permutabili ft a loro ed il gruppo L delle loro sostitu:^ioni comuni i del- 
V ordine t, V ordine del gruppo minimo contenenle G ed H come soUo- 



gruppt e 

s 



InfattiiSia G ^ [i, g^, g^, .. , , g^] H ^ [i, h^, b^, . . . ,b,] 

L = [I, /j, /j , . , . , /:J. 

Perchi G ed if sono permutabili, il gruppo minimo di cui i mc- 
desimi sono sottogruppi contienc tutte, e solamente, le diverse sosti- 
tuzioni del quadro 

^ Si S\ S^ 

K iiK iA iA 

(0 



I 



K gA g,K gA 



\ ..^ i...r^ ...«^ ^^.^^ 



(*) Questo teorema si trova dimostrato pel caso particolare c = i. Vedi ad 
escmpio : E. N e 1 1 o , Teoria delle sostituzioni, g§ 38 e 78; A. C a p e 1 1 i c G. Gar- 
bieri, Analisi Algebrica, % 260 e 261. 
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Ora perchS si abbia 

gh = gvy 

i necessario e sufficentc die ^'* x S* ossia // x ^"^ sia una sostitu- 
zione / dt L, epper6 

Segue che ogni gA i eguale alle altrc e — i sostituzioni 

cd a queste soltanto. 

Adunque : Le sostituzioni diverse del quadro (i) sono precisa- 

a X V 

mcnte ; ed 6 questo Tordine del gruppo (G, H) 

6 

CoROLLARio I. — Se G ed if degli ordini |a e v sono permuta- 
bili cd il gruppo (Gy H) h deU'ordine 1, quelli hanuo — :^ sostitu- 



• • 



zioni comuni. 

CoROLLARio II. — Se G ed i/ degli ordini [a e v hanno e sostitu- 

» 

zioni comuni e Tordine di (G, //) e , i gruppi G ed if sono 

pennutabiU. 



INTORNO AD UNA RICERCA DI UMITI 

Nota del dott. E. Cesftro, a Palermo. 
(Seduta del jj fthbrajo i88j) 

qodquet buinons de roocei oh ren£iot ilubaacin 

cucille un fruit oubUc, qu* il dtspote aox oiaeaox. 

(LanArtiBc) 

Suppoiigasi che , per valori indefiQitamente crcscentt del numero 
intero «, la funzione f(n) possa tendere, secondo la forma di «, verso 
r diversi limiti finiti. I valori di n, pei quali /(«) tende a /,, cosd- 
tuiscono un sistema n^ '• sia 6)^ la freqmn:(a di o^ nel sistema dci nu- 
ineri interim cioi la probability che un intero, preso ad arbitrio, appar- 
tenga ad o^ ; cosicchi , detto /. (n) il numero dei termini di Oi i non 
superiori ad n, sia 

ft). ■« Iim. -i-^^ , 
• n 

per n infinito. £ chiaro, poi, che 

giacchi i sistemi n, che non possono aver termini comuni, esauriscono 
la serie dei numeri interi. Ci6 preniesso, assegnato un numero posi- 
tivo e, piccolo quanto si vuole, ma diverso da zero, esiste sempre, 
per le ipotesi falte, un numero v, tale che, per n> v, la differcnza 
tra /(n) ed una dclle quantitil / sia, in valore assoluto^ minora di <. 
La quantitil / che si riferisce ad un dato valore di n ^ espressa da 

I 

poichi la differenza /. («) — /. (n — i) i i o zero, secondo die n appar- 
tiene o no ad i\ . Ne segue, per n > v , 

2/(^ + o-2;'[u«)-uv)]^. + («-oe«. 



dove ^ in valore assolutx), in£eriore all^unitik. ]^ dunque 

^2/(0 - 2^'- ', + .^12/(0 -i;«. w. j + (> ->.. 

Se , lasciando v fisso, si b indefinitamente aumentare n ^ ^ si & 
pel convergere e a zero, si ottiene 

I 1 

Dunque, secondo i principii del Calcolo deiie probabiiit&, si pu6 
matemaiicamenU sperare che il valore delta funzione/(n) sia, per n 
icifinito, il suo nudio valore* Per r » i si vede che, se f(n) coQveige 
verso un limite finito e determinato^ si lia 

lim. i T/d) + /(2) + /(3) + . . . + /(«)] - /( 00). 

Kon i sempre vera la proposizione reciproca, perctii il prioio 
membro pu6 beuissiiiio convergere verso un limite finito e determi- 
nato, senza che esista, per /(fi), un limite analogo. E di ci6 si ha 
subito una prova prendendo /(w) « i + ( — i)*. 

Si ponga, intanto. 



f(n) - log 



«« 



«*.-. 



con 1*0 = I, e siano \ , \, . . . , X,, i limiti di — ^^— •Laformola(a) 
diventa 

r 

lim. - log «, = T""* ^°S \ . c'O* l>™- 1/'^= >-T V* '^"J - V- 

Si ritrova, per r := i , un noto teorema di^C a u c h y , riprodotto 
ntW Algebra di Capelli e Garbieri, (p. 117). Le considerazioni 

precedenti mostrano che il limite di y^n esiste, necessariaraeote, anche 



n 
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quando il rapporto — ^ tende a diversi limiti, purch^ questi siaoo fi- 



«*«-. 



ntti ed in numero finito , e ciascheduoo sia detenninato per la pard- 
colare forma di n cui corrisponde. 

Riprendendo la fonnola (2), osserviamo che, se della funzione/(ff) 
si sa che converge a due liihiti diversi ^ I td I + b , per n infinite , 
essa deve possedere un valore medio, che si pu6 esprimere con / + ^> 
dove £ la probability che un intero, preso ad arbitrio, appartenga a 
quel sistema di numeri, per il quale la funzione tende verso il mag- 
giore dei suoi limiti. A ci6 facilmente si perviene merci le relanoni (i) 
e (2), e si vede inoltre come nulla di simile si possa aflermare per r > 3, 

nel qual caso £ necessario imporre altre condizioni^ affinche lisultino 
determinati i valori delle cd. Osserviamo, intanto, che queste conside- 
razioni permettono di dare un senso preciso alia parola samma d'una 
serie indeterminata. Se, per esempio, si ba una serie a termini alter- 
nativamente positivi e negativi, che vadano decrescendo senza tendere 
a zero, & noto che le somme s^, s . s^^ ... decrescono verso un li- 
mite / + A, e crescono invece verso il limite / le somme s^y s^^ s^, . . . ; 
e^ siccome sono altrettanto firequenti i numeri dispari quanto i pari, 

si ha » -, e per6 il medio valore di 5„ i la media aritmetica dei 

2 

due limiti ottenuti. E solamente con tali, intenzioni sarii lecito dire , 
seguendo Lacroix, che la serie indetemiinata 

1 — i + i — 1+ ... 

ha per somma -, giacch6 per essa £ / » o, ^ » i. 

2 

Crediamo inutile insistere, per ora, sulle applicazioni che della 

formola (2) si potrebbero fare alio studio d^li eventi aritmetici , ed 

alia misura della loro probabilitit. 



SULLE EQUAZIONI IRREDUCmiLI DI GRADO PRIMO 

RISOLUBILI PER RADICALI 

Nota del prof. F. Giudioe, a Palenno. 

(Seduta del 13 maixc J887) 

Le cose che espongo sono conosciute; spero tuttavia che la sem- 

plicitii delle dimostrazioni acquisti importanza alia presente Nota. 

» 

I . Se p i primo, le radici d' un' equazione irreducibile, del grade 
p risolubile per radicali sono tutti , e soltanto, i valori che una par- 
declare 

a^+R" +a,RT + ... +a^,R?^ $(i?7) 

ha per la mnltiformiti dei radicali che contiene. Q 

Indicando con a> una radice imaginaria p"^ dell' uniti ; le radici 
d*una tale equazione potranno quindi esser date da: 

^ a- O^ I, 2, ..•,/)— I . 

Per una qualunque 
si avii cosi : 

A particolari sostituzioni delle x contenute in 9 corrisponderanno par- 
ticolari cambiamenti di valore dei radicali contenuti in V e viceversa. 



(•) Vedi: Abel, (Euvres , Tom second, NoU XVIII — K r oneckcr, Mo 
mUshericht der Kdnigl Akad. der fVissencbaften , Berlin, M2rz 1879. 



1 
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Un cambiamento di valore dei radicali contenuti in ^{R^) avra 
adunque per efietto uoa sosdtuziooe delle x ; questa sposteri o n<m 
sposteri x^. 

Supponiamo che x^ sia sostituita da Xx ; a questa sostituzione cor- 

J- J. 

risponde il semplice cambiamento di ^^ in u^i?', e questo pomdi 



conseguenza il cambiamento di w* U^ in w***"^ R^ epper6 di x. in x^^ 
dove ad ogni indice maggiore di p devesi sostituire il minimo resto 
positivo relativo al divisore p. Avremo quindi , fra gli indici ^ ddlc 
x^y la sostituzione: 

I ;(, ^ + \ I (mod. p) 

ossia, fra ie x^ : (x^, x , Xix, ... , x^,^). 

« 

Supponiamo ora che x^ non sia spostata e sia invece sostituita x^ da 
JCy . A questa sostituzione corrisponde il semplice cambiamento di i^^ 
in M*. Sia x mm i Tunica soluzione ddia congnienza (Jtjc ^ i (mod. py 
II cambiamento di cn^ in ia" porta di conseguenza quclio di ia^ = fo^, 
in io* ossia in tJ se / i il minimo resto positivo di v/ pel divisore p. 
Verri cosi cambiata w* in w'"'; a questo cambiamento corrisponde b 
sostituzione di x.^ ad jc^ . Avremo quindi fra gli indici ^ la sosataziooe 

U,K| (mod. j>) 

che di una sostituzione regolare delle p — i radici x, , ^,, . . . , f^> 

composta di p cicli deU'ordine ^~ dove ^~ i Tesponente a cui ap- 

P P 

partiqie / relativamente al modulo p. 

Segue che: Se 9 appartiene al gruppo delle sostituzioni linear! 

intere, fra gli indici i, 

G= \K> P^ + yl 

^ ^ I, 2, ... f p— I Y « 0, X, 2, . . . , ^ — I 
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resteii essa inalterata comunque si mutino i valori dei radicali con- 

JL 

tenuti in ^(R^), e sari per ci6 esprimibile razionalniente per i coef- 
ficienti deU'equazione. 

Abbiamo cost il teorema : 

Se un'tqtKU^iont imducihik di grado prima h risolubiU per radkali^ 
k fufiTiioni delle radici x^ apparttnenti al gruppo delle sosHtu^^ioni lintari 
intert jra gli indict ;j sono tsprimibili rcPiionalntente per me:(^o dei coeffi- 
cienli deirequa^ione, le radici essendo prese in ordine opportuno. 

CoROLLARio. — Le equa^ioni irreducibUi di grado primo risolubiU 
per radicali sono equa7;iom di Galois(^). II loro gruppo, relaiivo agli in- 
did delle x^ , e il gruppo delle sostilu:(ioni lineari inUre od i sottogruppo 
di queslo come awiene per le equa:^ioni Abeliane che formano un caso 
particolare di quelle di Galois. 

Se le X. sono indipendenti^ ogni funzione appartenente al gruppo 

G che ^ deir ordine /> X (/>. •— i) ha ttt^^n valori. Per ^ « 2, 3 

si ha -71^ N = i; mentre per /^ > 5 si ha -7-^ n=-(/> — 2)/> i. 

Abbiamo quindi anche il corollario : 

Le equa^^ioni irreducibUi di grado primo non minor e di /, epperb 
anche quelle di grado ccmposto maggiore di j , non sono risolubiU per 
radicali. 

Siccome s'6 visto che ogni cambiamento di valore nei radicali 

che non consista nel porre co^ i?^ in luogo di R ha per efietto una 

sosrituzione regolare, d'ordine fra le p — i radici Jif, , ^^ . . . . , **-i > 

p 
si pu6 dedurre che: 

NelV espressione della radice oltre dei radicali esterni che sono neceS" 

sariamente del grado p entrano solamente radicali avenii per indke un 

divisore di p — i. 



(*) Abel (CEuvres computes^ t. II, p. 270) aveva detto che un'equazione irre* 
dttcibilc di grado primo 6 risolubile per radicali se una sua radice t esprimibile razio* 
palmeote per aUre due, ma non aveva cnanciata la proposizione inversa. 
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SULLE CONGRUENZE GENERATE 



DA 



UNA COPPIA DI PIANI IN CORRKPONDENZA DOPPIA 

Pel dott. I. Conti, a Palermo. 

(Seduta del /; febhrajo i88y) 

1. Se, dati due piani P ePy ad un pun to x dell'uno corrispondono 
(A pund y dell'altro, e ad un punto y v punti Xy ed inoltre quando x 
percorre una retta i punti y descrivono una curva d 'online n; si dice 
che fra i piani P tP interviene una corrispondenza [j*, v] d'ordinc «. 

n sistema oo^ delle rette congiungenti i punti x^y conispondenti 
costitulsce una congrum:^ay di cui P ^ F sono i piani generaiori. 

Di tali congruenze quelle generate da piani in corrispondenza 
[r, i] (Cremoniana) furono trattate dal dott. Hirst. (**) 

Seguendo i metodi dcll'illustre geometra, ci proponghiaxno di 
studiare le propriety piii importanti di quelle risultanti da una coppia 
di piani generatori in corrispondenza [1,2] (doppia) (***) ed appliare 
i resultati ad esempi particolari. 

2. Siano : P il piano doppio e P' il piano semplice di una tra- 
sformazione plana doppia d' online n e genere p ; la cangruiiu^a da 
essi risultante la indicheremo per brevity con [C|, e distingueremo P 



m» 



(*) La prcseme Nota 6 estralta dalla lesi di Laurea presentata dairAutore alli 
F'jLColti materaatica di Pisa addi 2 aprile 1887. 

(•^ Hirst: On Crmoman Congruence. {Proceed, of the London Malb, Speietr, 

VoL XIV, i88j). 

(^ R, D c P a 1 i s : i> trasforma^ioni piume doppie (R. Ate. dd Uncit\ l^ 



come primo piano gtneratort e P' come secondo piano gmeralore dt 
cssa. (^ 

Un piano arbitrario a taglia i piani suindicad secondo due rette 
J? ed 5' a cui corrispondono rispetdvamente le curve ^'^ e ♦^; ad ogni 
piinto comune ad ^ e ^^ corrisponde un punto comune ad 5' e ^^ ^ 
abbiamo quindi in a n coppie 3i punti conrispondenti , perci6 n sole 
rette di [C] situate in esso, cioi : 

La [C] c ddia classc n. 

3. Se a passa per la retta G, iniersezione dei piani P tP\ senza 
coincidere con uno di essi , le 5 e ^^ si sovrappongono suUa G, sulla 
quale stanno n coppie di punti corrispondenti; quindi : 

La G e n-pla per la [C]. 

4. Se a coincide con P (P), le rette della [C] in esso situate co- 
sdtuiscono il sistema 00^ delle congiungemi i pund di G ai corrispon* 
demi situad sulla 4»^ (4>'^); dunque : 

I piani genera tori sono singolari per la [C]. 

5. Projettando da un punto arbitrario dello spazio i sistemi 
piani P, P, ottenghiamo due stelle concentriche 5 ed y, i raggi delle 
quali sono legati da una corrispondenza doppia di ordine n , i raggi unld 
di esse sono le rette della [C] passanri per il punto suindicato. 

Ad un fascio di raggi R^ considerato come appartenente alia 5, 
corrisponde un cono F^ di ordine n e genere p. 

I coni F'^ cosdtutscono una rete , hanno a generatrici muldple 
fisse le projettand da i pund fondamentali di P' e si s^ano due a 
due in una coppia variabile di raggi congiunti. 

Assunto un raggio q di 0, cerchiamo il cono luogo dei raggi di 
y che ]coi corrispondenti in S giacciono su piani uscend da q. 



(*) £ utile qui osservare che , ia modo afiatto analpgo , si pu6 procederc 
oeUo studio ddle congrucnse generate da una coppia di piaoi in corriapondiaaa 
muldpla [i, fi]. Cfr. J u d g : L< trasforma^mi pktu mulUfk (R. 4a, d$i l intii, tm i . 
21 nov. S ^V* jSS6}, 



Estendtffido una denomituzione del signor de Jonquiires(^ chia- 
mercmo questo il cono isobgko relatlvo al raggio q (asse di isok^). 

Ai piam del fascio che ha q per asse corrispondono i coni F'. di 
un fascio ad esso projettivo, ed il luogo delle intersezioni di un piano 
col cono corrispondente h quello da noi cercato. 

Ora, i noto^ che questo cono h deU'ordine n + i econserva 
nelle generatrici fondamentali le multipliciti dei coni F^. 

Due coni isologici relativi a due assi arbitrari (escluse le genera- 
trici fondamentali q le n generatrici che il cono corrispondente al piano 
degli assi ha in comune con questo piano) si tagliano evidentemente 
secondo le rette unite della corrispondenza. 

£ facile da ci6 desumere 11 loro numero /n » n -{- 3* Perci6 : 

La [C] e dell'ordint n + 3. (**) 

6. Preso un punto di P, degli n + 3 wggi della [G], cbe vi pas- 
sanOy due solamente giacciono fuori di questo piano; quindi : 

// sisUma 00* ddle rette di [C]in P inviluppa una curvar^^ ddla 
classe n -f I. 

Per un punto di P' passa invece un solo raggio di [C] giacentc 
fuori del piano; onde: 

n sisUma 00' delle rette di [C] in P inviluppa una curva r.*, 
della classe n + 2. 

Analogamente al signor Hirst (***) direnio r^, pruna e r.^., ^^ 
conda curva della congruenia. 

£ evidente che : 

La G e iangente n-pla per entrambe le curve della congruenia. 



(*) dc Jonquifcres, Nouvtllef Annates de Malhiinatiqiies , IIIj 1864; Gi>- 
nale di Baitaglini, XXIII, 1885. 

(**) Questa proposizionc ci di pure la corrclativa: 

Se i punti di un piano sono fra loro in corrispondenza doppia d'ordine if, vi soao 
net piano » 4^ 5 punti tmiti ; ed anche : // luogo dei punti d* interseiione dei ragf 
corrispondenti di due stelle SyS* (non concenlriche) legate da ana eorritpondenia doffia 
Sordine i», i una curva gobba delVordine ^ -H }* 

(•**) I. c Art, 7. 
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7. I corrispondenti dd punti di G in P giaccioiio sulk ^^ chi 

i razionale e deirordine n, quindi della classe 2(n — i); anologamente 
ia F giacciono sulla 4»'^ che ^ d' ordine n e genere p , quindi della 

classe 2 (u + p — i). 

Un punto X comune a G e ♦^ ha per corrispondend un punto y^ 

coniune a G e 4>^ ed il punto y\ ad esso congiunto; quindi delle due 

rette deli'inviluppo r^^, che escono da n una coincide con G, la quale 
tocca ivi questa curva. 

Ripetendo il medesimo ragionamento per i punti coniuni a G e ♦g, 

possiamo concludere : 

I punti in cm ^^ e *^ segano la G sono rispcUiuamentc i punti 

di contatio di r',^ e r^^, con quesla retta. 

8. Ad ogni punto x comune alia G e alia curva limite (*) cor- 
rispondono due punti y infinitamente vicini, nella direzione principale 
corrispondente, quindi le due tangenti di r^^., che escono da x sono in^ 
finitamente vicine e il punto appartiene a questa curva, ossia : 

I 2(p + i) punti in cui la G sega la curva limite sono altrtst 
punti comuni a questa retta e alia r'^^ . 

9. Osserviamo ora che, dalla definizione stessa dei luoghi r.^^ 
rl^2 , si ricava una corrispondenza univoca fra le tangenti di esse e i 
puntt delle ♦^ e *'^ rlspettivamente ; dunque r^, 6 razionale , r|^, 

del genere />, cioi : 

La prima curva della congruenia h rationale e deW ordine 2 n. 

La seconda di genere p e deW ordine 2(» + ^ + i). 

Quest* ultima proposizione si verifica ricordando che delle inter- 
sezioni di G e r'„+, 2 n sono assorbite nei punti di contatto e le rimanenti 
nei 2(^ + i) punti che questa retta ha in comune coUa curva limite* 

ID. G>nsideriamo in P, r^^ e 4»^; preso un punto qualunque x 
su G sar^ determinato il corrispondente x, su ^^, la tangente in x, 



O Dc Paolis, 1. c S I, n« 2; S $> n° u. 



^ questa curva interseca G in un punto che mdicheremo con ^. 
Per un punto :( passano a(n — i) tangenti di 4»^ i cui puod di 

contatto deierminano a(« — i) pund x. 

Per ognuno dei 2 n — i pund x coincidente col punto ^ OKih 
spondente accade , che la retta congiungente questo punto al suo x^ 
suUa ^^ & tangente comune a questa curva e alia r^ , le quali si toe- 

cano in x^ medesimo, poich^, la retta che unisce il punto infinitamente 
vicino a x^ suUa 4»^ » che & infinitamente vicino ad jc , i la tangente 

consecudva alia (x x^\; in x^ s^andosi due tangend consecutive di ^.^ 
questo h il punto di contatto di questa curva colla (jc x,), , possiamo 
condudere : 

*G ^ ^»4i ^^^ 2 If — - 1 punti di contatto mi putUi in cut k Uuh 
genti di ♦^ toccano r^^ . 

Ripetendo I'istesso ragionamento nel piano F ricaviamo I'analc^o 
caundato ; 

*G ^ ^»« ^* toccauo mi a(p + ») punii in cui le tangmlti ddk 
prima tQccano I'altra curva. 

11. Rammentando le proprietii dei pund fondamentali di P e P'O 
possiamo concludere che : 

T punti fondamentali di P sono singolari per la [C]. 

/ punti fondamentali di P' sono vertici di com ra^ionali della [CJ. 

La congiungente un punto fondamentale di P ad uno di F i t-pk 
per la [CJ, ^e t i 1/ numero dei passaggi della curva fondamcntak cot- 
rispondente ad uno di questi punti per Valtro. 

12, La superficie focale di una congruenza h , com' h noto, il 
luogo delle intersezioni di due rette infinitamente vicine della raedesima, 
e Tinviluppo dei plant di queste rette. 

Da questa definizione si pu6 traire b dasse della superfide fo- 
cale F della [q. 

Una retta arbitraria R ddlo spazio seghi P e F in x, jr; il &- 



(•)De Paolis, I, a $4, u» 8» ^ 
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scio di piani R sega quesd piani secondo due £uct ptospetdvi di raggi 
a centri x^ y. 

n £ucio delle curve corri^>ondemi in F ai raggi di x £ piojet- 
dvo al £iscio di raggi y e genera con esso un luogo C^ di ordine 
ft 4* i> che passa semplicemente per ^ e con f' rami per ogni punto 
fondamentale i'-pb di Fy quindi h della classe 

Gascuna delle tangend per ^ alia C^ (esclu$a la timgicote id y 
medesimo) tocca la curva corrispondente del fiiscio projetdvo, quindi 
i tracda di piano tangente di F passante per R ; ossia : 

La F h ddla classe \(n — i) + i ^. 

13. Se £ & un raggio oidinario di [C] jc, j^ sono corrispoAend, 
il £iscio delle curve conispondend alle rette di x ha ^ a punto base » 
quindi C,^ acqiiista in ^ un punto doppio , la sua classe diminuisce 
d! due , ma dascuna delle due tangend m y h traccia di due piani 
tangend consecudvi della F, quindi : 

/ ra^ ordinari della [C] sono hitangenti di F. 
Assumendo per R una retta di P, essendo y^GR, avremo 
2(n+p — i) rette di y che toccano la ♦'jj , cioi ; 

P i piano 2(n — i}-plo per la F. 
Analogamente possiamo condudere che : 
P i 2(n+p— lyplo per la F. 

14. Fissando era per i? una tangente alia «^ [che t ddla dasse 

2(ir-— i)] la Vj^ ^^^^^ ^ ^» ^^^ ^^^ P^^^ tangend 3i F (dbdnd 
da P) coincidono con P, perci6 : 

La ^^i la curva di conlatto fra P ed F. 

E similmente : 



(•) Dc Paolis I. Q, S 2, n' j. 
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La ^'q h la curva di catuaito Jra P ed F. 

15. La curva secondo cui P (F) interseca F (esclusa la curva dl 
contatto) h il luogo dei punti di questo piano in cui s' intefsecano due 
raggi infinitamente vicini di [C], quindi : 

La curva secondo cui P interseca F (esclusa la curva di coniaito) 
si compone : delta r^, e ddla n (curva limiu). 

La inUrse:(ione di P' ed F (esclusa la curva di contaUo) consta 
della f^^. 

16. L'oidine della F si determina fadlmente per mezzo della notis- 
sima r^ola di Klein : (*) 

La differentia fra Y ordine e la classt di una congruetK^a i ugaali 
aUa semi'^ifferen:(a fra V ordine e la classe della sua superficie focak. 

Perci6 : 

La F e dell'ordine 2 (in + P + i). 

(jfuest' enunciato ha una doppia verifica nelle proposizioni prece- 
dent!. 

Dalle medesime si ricava che la intersezione completa di P ed F 
consta : della ^^ (contata due volte), della r.^^ e della n. 

Quella di P' ed F consta: della *'^ (contata Hue volte) e della r'^. 

Ciascuno di qtiesti due aggregati forma un luogo dell' online 
2(2n + ^ + i). 

£ utile osservare che per ^ = , cioi per coppie di piani gene- 
latori in corrispondenza doppia razionale, la P 6 della classe 4(n — i) 
ed ha i piani medesimi multipli secondo 2(n — i), come appuntoac- 
cade per le congruen:(e cremoniane (**). 

17. Se un dato punto u' suUa G = PP^ i unito (un punto del 
primo piano coincidente con uno dei suoi corrispondenti nel secondo) 
su di un piano arbitrario a vi sono ancora n coppie di punti corri- 
spondenti^ quindi [C] ^ ancora della classe n. 

Degli n + 3 ^^S& ^ [^J uscenti da un punto arbitrario dello spa- 
zio, uno szrh il projettante dal punto medesimo il punto u\ quindi 



(*} Schubert: Ahidblende Geometrie. 
(**) Hirst, I. c. Art la, X2, 
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daUa coogmoun %i succa la stelia u\ restando una [C] ddH'onfioe n + 2. 

Assunto ora un piano ot passante per u'y le sue intersezioni R^ 5^ 

coi piani generatori escono da u ' e ad esse corrispondono #^9 ^^ 

passand per il punto medesimo ; avremo quindi n — i rette di [C] 
contenute in ot nelle n — i congiungenti i punti comuni ad i? e 4>^ 

ai corrispondenti comuni ad S* e 4»j^9perci6acontieneunraggio di[C] 

uscente da u\ 

u' h per6 il centro di un fascio di raggi di [C] situato in un 
piano Q, 

*G ^ *'g P^^^^o entrambe per u! , quindi G i (n — i)-pla per 
la congruenza. 

In P la prima curva della congruenza & una r« razionale , in P' 
una r^,^. 

La cLisse della F e le molteplicid per essa di P e P' rimangono 
invariate^ la regola di Klein ci avverte per6 che Tordine di questa su- 
perficie diminuisce di due. 

Considerando ora una retta J? in P uscente da u\ la 4>'jj passa per 

tt', sia r' la tangente in questo punto a questa curva; il piano n ^ r'^ 
contiene n — 2 sole coppie di punti corrispondenti, le intersezioni di 
R ^j, 9 ^' ^jt quindi i due raggi di [C] rimanend ch'esso deve con- 
tenere, coincidono nel raggio in cui n interseca il piano Q» 

Cioi il piano n h piano tangente in u! alia superficie focale. 

Osservando che le rette R, V appartengono a due fasci projetdvi, 
si conclude che i piani n inviluppano un cono quadrico, a cui appar- 
tengono P e Fy il quale oscula in 1/ la superficie F. 

Riassumendo : la presenza del punto uf apporta le s^uend modi- 
ficazioni : 

Diminuisce di uno I'ordine della [C] a cui fa acquistare un piano 
singolare Q uscente da »'. 

Diminuisce di uno la moltepUcitii di G per la [Cj^ quindi per cia- 
scuna delle curve della congruenza. Diminuisce di uno la classe delle 
curve della congruenza, quindi di due i loro ordini. 

Riduce di due Toidine di F a cui £1 acquistare un punto doppio 



conico in u'. 



il 



Se suUa G vi fossero (jl pund uniti ((t < n, ammenochi G non 
fosse unita) si potrcbbe ripetere per ognuno di essi il medestmo ra- 
gionamento e moltiplicare le dimiiiuzioni sopraindicate. 

ESEMPIO. 

La trasformazione doppia generate pifi scmplice con cut possono 
essere legati due piani & la quadratica (*). 

Nel piano P abbiamo un sol punto fondamentale i di prima spe- 
cie per cui passano le coniche ^^ del sistema oo' corrispondead aiie 
rette di P'; le quali toccano due volte la conica limite C, , chepassa 
altresi per i. 

Nel piano ?' abbiamo due pund i', 2' fondamentali di prima spe- 
cie e la (i' 2'), corrispondente al punto i. 

L'involuzione congiunta i un'inversione quadrica avente per curva 
punteggiata unita una C, passante per i', 2' e per cehtro d'iiivcr- 
sione il polo 3' di (i' 2')^ rispetto ad essa. 

La (i' 2')j i congiunta a 3' ed insieme corrispondono ad i. 

£ facile desumere questa trasformazione da una costruzione geo- 
metrica semplice. 

Imaginiamo P e P' comunque posti nello spazio, ed assumiamo 
in P una C, inviluppo di 2* dasse, in P' una C, luogo di 2** oidine 
riferiti fra loro projettivamente , sc^liamo in fine i', 2' afFatto arbi- 
trari sulla C, • 

Allora preso in P un punto x^ per esso passano due tangend di C, 
che determinano due punti corrispondend sulla C^; projettando qucsti 
punti da i', 2' avremo quattro rette che s'intersecano ukerionnente 
in due punti j^, , y^, che chiameremo corrispondend di x. 

Inversamente, un punto y di P' projettato da i' 2' detennina due 
rette di C\: ed un sol punto di P come intersezione di esse. 

Quindi fra P t P^ interviene una trasformazione doppia. 

E facile desumere come al punto i di P (e solo ad esso), inter- 



O Dc Paolis, I. c. § 3, vP aa. 
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sezionc delle tangenti di C. corrispondenti ad i', 2', comsponde io P 
la retta (i' 2'), ed il punto 3', polo di essa rispetto alia C\. 

I punti delle tangenti di C, passanti per i hanno per corrispon- 
denti i' o 2' rispettivamente ed un altro punto della tangente a C, ri- 
spettivamente in i' o 2\ quindi le tangenti a C, per i sono le rette 
fondamentali corrispondenti ad i', 2'. 

In F la C^ e la curva doppia, i', 2' sono punti fondamentali sem- 
plici, ogni <:oppia di punti congiunii y^ , y^ corrispondenti ad un me- 
desinio punto di P (per una notissima proprietii del quadrangolo in- 
scritto in una conica) si trova sopra una retta uscente da 3', talchi 
la trasformazione involutoria, essendo di classe zero e di second'ordine, 
i una inversione quadrica con 3' a centro d'inversione. 

I punti i', 2' sono conjugati nell' inversione quadrica ; alle rette 
per i' corrispondono le rette di un fascio projettivo 2', due rette cor- 
rispondenti projettano un medesimo punto di C, . 

Assumendo ora una retta arbitraria R^ in P', projettando i vari 
suoi punri da i', 2' ottenghiamo due fasci projettivi di raggi che de- 
terminano due piinteggiate projettive sulla C\ , quindi due fasci di se- 
conda classe sulla Q , le quali danno coUe intersezioni dei raggi cor- 
rispondenti il luogo 4>j^' . 

Questo luogo i una conica e tocca due volte la conica Q • 

Applicando gli enunciati generali ricavianio : 

La congracn:(a [C] generata daipianl P e F in corrispondeiv^a doppia 
qnadratica^ e affalto arhitrari nello spa^iOy t del /'' ordint t delta 2^ classe, 
P t F sono piani rispetiivamente triple e quadruplo ; la G^ PP' e 
doppia per essa. 

La prima curva della congruen:(a c una r rti^ionale di cui la G h 
hilangente e i suoi punti di contatto sono i punti in cui questa retta inter- 
seca ^^ , la seconda curva della congruenia e di 4* classe r^ ra^ionale^ 

qiUndi di (^ ordine e tocca G nei punti in cui inter seca ^^ . 

\ punti I, i', 2' sono singolari per C; (i i'), (i 2'), sono rette 
doppie di [CJ. 

Dalla generazione medesiina della [ C] risulta evidente, che non vi 
sono nei piani generatori altri punti singolari per essa; se esistesse un 
punto M fuori 4ei medesimi piani, singolare per [C]^ la sezipne del Qoao 
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dtUa congruenza che avrebbe per vertice questo punto colk G sareb- 
bero punti unid nella trasfoimazione doppia , ci6 che noa pu6 esscrt, 
avendo supposto P e P' in posizione generate. 

I tre piani projettanti dai punti fondamentali le rene corri^ih 
denti sono singolari per la [C]. 

Per trovare altri piani singolari di [C], oltre i suindicad, osservi^ 
mo : che un piano n singolare taglia P c P^ secondo due ittte 
corrispondend. 

Alle rette per i conispondono rette per 3' formand un bsdo pn>- 
jetdvo al primo, eppero due sole (in generale) sono le rette corrispcBh 
dend situate in un medesimo piano. 

Abbiamo quindi due piani singolari contenend la (i 3')^. 

Alle tangend di Q corrispondono due rette projettand da i', 2^ 
uno stesso punto di C[; per mezzo del principio di Chasles si vede 
subito che vi sono 6 coppie di rette corrispondend esistend in uo ptaoo. 

Questi piani singolari contengono oo< rette di [C] formand mSi- 
scio di 2*^ ordine, doh sono doppi per la [C]. 

Un esame semplicissimo ci fa subito condudere che non esistono 
altre coppie di rette situate in un medesimo piano. 

La [C] ha quindi (esclusi i piani generaiori) 11 piani singohriyin 
passanti per 1^4 per ciascuno dei punti i\ 2'. 

La F I 'del 10° or dine e 4' classes tocca P t F risptUivmiait 
lungo le coniche ^^ e 4»'^. 

Sega ulieriormente P secondo la conica C, ela t ^chee del^ ordiiu, 
Sega ulteriormente P secondo la r,, che I del 6** orc^. 
Sopra di essa esistono 1 1 coniche^ due delle quali sono di contallo 
e una di esse giace in uno stesso piano con un'altra, alia quale e bitangentt. 



SULLE SUPERFICIE DELL*«- ORDINE 

IMMERSE NELLO SPAZK) DI n DIMENSION!. 

MfiMOiUA 

del doU. P. ddi Pd220, a Napoli. 

(Scdut4 del 10 aprih i88j) 

§ I. — GenbrautA 

1. Una superficie F^ deU'ordine n immersa nelk) spazio 5, di n di- 
niensioni, cioi contenuta in 5. e non gii in uno •$., con n' < n, i 
segata da tutti gli 5.., di 5^ in oo" curve r" immerse negli 5^, ri* 
spettiviy le quali vengon chiamate se^iani spa^iali di F^ • Queste sono 
o del genere zero, o del genere i ; nel secondo caso si dicono norniali , 
€ chiameremo allora le Fl tiormali di prima speck o semplicemente 
normaU^ quando non h necessario di distinguerle dalle Fl immerse in 
^•*i f O ^^ ^^ sezioni sono razionali, e che potrebbero chiamarsi su* 
perficie normali di o"* specie (^. 

2. Gli 5,^ di 5. tagliano F^ in oo'^*"'^ gruppi di n punti G", e 
quando la tagliano in piii di n punti^ hanno in comune con essa una 
curva. In generate uno S,^ (ib < n — » a) non incontra la F^ in nessun 
punto, ma vi sono oo*^^'^ 5^ (k + i)-secanti detenninati dai suoi punti 
z k + I 2 k •{- ly edm particolare oo^ corde (rette bisecanti) ed oo^ 
piani trisccanti. 

Uno Sj^ non pu6 incontrare evidentemente F" in ik -f 3 , ni in 
un maggior numero di punti^ perchi altriniend ogni 5,^ determinato 



(*) Cfr, A: SuUe superficie delVordine n immerss negli spa^i di n-^- i dimemiani 
(Rend, detta R. Ace. delle Stien^e Fis. $ Mat. di Sapoli, settembre 188$). 

O Per ^ deiinizioae delle superficte nortnali di /ma specie efr. A: hhrm 
0i MM propriitik Jondammiiale , ecc. CKend. della R. Ace. di Napdi, febbrajo 1887), 
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da questo S^ e da aim n-^k — 2 puoti di Fl la Incontrerebbe in « 4- 1 
pii punti. Sc S^ taglia F^ in Jt+2 punti, allora esscndovi 00'^*"***^ 5,^ 
(« — A — 2)-secanti, e per uno 5„.^, Tappoggiarsi ad uno 5| equivalcndo 
a 3 condiziomV vi saranno oo*^""^*^' 5, ^ ^ («— i — 2)-secanti^ che si ap- 
poggiano ad 5;^ , e gli S^^ passanti per 5;^ , per uno di questi S^^^ , e per un 
aliro punto di F^ la incontrercbbero inJS;-j-2 + » — k — 2 + i-»ii+i 
punti; il che h impossibile. Questo ragionamento cade in difetto qoaado 
2(« — k — 2) — 3 ■•2(11 — * ) — 7 < o (i), pcrchi allora non vi sono 
S^ ji ^ (n — ft — 2)-secanti , che si appo^iano ad 5^ . La (i) ci di 

i 5^ n — 3. Sicchi possono esistere degli 5^, (« — i)-secanti, 

3. Quando si costruiscono tutti gli Sj^^ determinati dagli 00* punti 
di F", e da uno S^, di 5., e poi si segano questi S^^ con uno 5,.^, 
si ottiene in S^ j^ ^ una superficie <fr,, e si dir^, che si k projettatala i^ 
da 5^ , ovvero anche da A + i punti, sopra 5, j^ , • La ♦, diccsi pro- 
jezione di F^, quello Sf, e quei ft + i punti diconsi x/^^^fo centrak e 
cr^n/ff della projezione^ e li indicheretno costantemente col simbolo 0^ 
e colle lettere 0, 0', 0" , ... Una fj i projettata da u — 3 punti di 
5. (cioi dallo 5,^ determinato da quegli n — 3 punti) sopra uno 5^ in 
una superficie ordinaria del nostro spazio 4^ . Gli 5^ e gli 5^ di 5. 
uscenti dai centri di projezione segano S nei suoi piani e nelle sue rette,cd 
Fl nelle curve r" e nei gruppi G", che vengono projettati sopra 5^ 
nelle curve plane sezioni di ^,) e nei gruppi di punti sezioni delle 
rette con ^^. Siccb^ la <fr, risulta in generale deirordine n. 

La projezione di F^ sopra 5, da n — 3 centri a, </, 0", . . . pu6 
scomporsi in n — 3 projezioni successive a questo modo. Si prajetti 
Fl dsi sopra uno 5^, di 5. , e si otterrik una P" in 5^ . Si projctti 
P" sopra uno 5^, di S^^ dal punto (f S^^ ^ w', esi otterri unafj 
in 5^,. Si projetti F'][ sopra uno 5^, di 5,^ dal punto a a' 0" 5*^ s «", 
e si otierri una P"J[ in 5^^ etc. Procedendo cosi di seguito Tuliima 
Superficie che si otterrii in S^ sari palesemente la «* . 

4. Projetundo la F* da » — 3 suoi punti ^ o\ 0*^ ,,. . sopra 
5 , gli 5^^ determinati dai punti e da un punto qualunquc di ?\ 
fomiscono sopra 5, i punti della ^^ . Se ogni 5^^ che ^opti^« n -- a 



punti di /^ ne contenesse un altro, la projezione non risultcrebbe uni- 
voca. Ma ci6 6 impossibile. Poichi allora i gruppi G" sarebbero di tal 
naiura che i loro punti ad « — 2 ad n — 2 dctcrminerebbero dcgli 5 , 
ciascuno dei quali conterrebbe un altro degli n punti. H che non pu6 
awenire , salvo quando tutti gli n punti giacciano in un S . Infiitti 
sieno P, , P, , P^ , ... , P. gli n punti di G^ , lo 5^ = P^ P^ ... P„ contenga 
P,, e lo 5.^ = P^ P^P^ ... p^ contenga P^ , allora i due S^ 
coincidono, pcrchi detcrminati ambedue <Ui. punti P, P ... P,^, e cia- 
scuno contenendo tutti gli n punti P, la P^ non sarebbe pid immersa 
in 5,. Sicchi: 

Una suptrjkit deWordine n immersa nello spa:(io di n dimensioni h 
senate uniuocamente projetlata sul nostra spaa^io da n — ^ stwi punti 
in posixionc arbitraria. 



§ n. PlAKl TAKGEKTI. 

5. Per un punto semplice P di FJ passano oo*^ sezioni spaziali r", 
ciascuna delle quali possiede in P una tangente t, che si dice anche tan- 
gente ad f^. Per una / passano oo*"* 5,.,, che contengono il punto 
P ed il punto P infinitamente vicino a P suUa direzione / , essi 
tagliano quindi F^ in 00*^ curve r" che toccano la stessa /. Ne ri- 
sulta che il numero delle tangenti in P ad P^ & semplicemente infi- 
nite. Quante se ne appoggiano ad un qualunque 5,^ di S^ ? Per S^^ 
e per P passa un solo 5^, e la tangente in P alia sua sezione r* si 
appo^a ad 5,^: viceversa se una t si appoggia ad S^^, essa tocca 
la sezione di uno S^ passante per 5„^ e per P, dunque una sola' i 
si appoggia ad 5,^, e si ha che: 

Le tangenti in un punio delta superficie hanno per luogo un piano ic 
cbe diremo tangente alia superficie. 

6. Uno 5^ uscente da w determina una r", che ha due interse- 
zioni riunite in P con ogni retta t, cioi passa per P con due rami: 
viceversa lo 5^ di ogni r^ che ha un punto doppio in P, contiene 
le sue due tangenti in P, e quindi contiene ir. Chiamando tangent^ 
offd spazio uscente da un piano tang[entei diremo che : 
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GH S^ tangentiy ed essi soli, segano Fl m curve dotak di mpunto 
doppifi. 

7« Per un 5^, il passare per un piano equiyale a tre coodizionL 
Vi sono 09* piani tangenti a P^, quindi gli 5^ tangent! sod^sfamo 
ad una sola condizione, e sono in numero oo*~'. Ne discende anche cbe: 

fer una st3(ionc spas^iak di F^ r autre un punto doppio importa una 
sola conditioner 

8. Se le superficie di cui d occupiamo sono rigate dell'ordine n 
ipimeise in 5., le indicheremo col simbolo R^. Per ogni punto P di 
Ml passa una sua generatrice g, la quale evidentemepte i conteooti 
nd piano ic tangente in P^ si stacca dalle sezioni degli S^^ uscenn 
da It, e giace in qualunque spazio passante per ir. Uno S^^ tangente 
taglia jRJ in una generatrice ^ e in una ulteriore curva r""\ Qo4: 

La se3(ione di ogni 5^, tangente a una rigata si spei:(a in una ge- 
neratrice e in una rimanente curva. 

9« Uno 5,^, passante per b generatrici di R^ (zh < n) la sega ult^ 
rionnente in una r"^, U quale non pu6 stare in uno S^^^^^^ , perchi 
s^trim^nti ogni 5, ^ ^ di S„^f^ sarebbe (» — A) - secante deUa super6cie 
(n^ a ); essa dunque & io^mersa in uno 5,^, ed i razionale, come put 
tmte le sue seaiioni spno razionali : 

Uua superficie rigata di ordine n immersa nello spa^^io di n dimen- 
sioni h sm^c rasiionale, 

Dai tagionamenti precedent! e dair enunciato h escluso il caso che la 
superfide sia un cono. 

to. Gli S,^ tangeoii in P ad una Fl (non rigata) sono ioteise- 
zioni di due S^^ tangenti in Pf dascuno 4ei qoali sega la s^^ieriicie 
secondo una curva r* dotata di un punto doppio in P : quattro ddle 
intemiiom delle due r" sono assorhite in P, quindi : 

Uno 5*^ tangente sega una Fl in soli n-^ 4 punti fuori ddpwito 

oo»mo. 

» 

ij« Un gmpfo a fdani che a due a dua si scgMo tuvMiti ft ^ 



245 
immerso in 5 o i suoi piani concorrono in una stessa retta. Per 
modo che se i piani tangenti ad F^ s'incontrano a due a due in rette, 
essa e imniersa in 5 . Quando 6 rigata i piani tangenti nci punti di 
una generatrice g sono determinati da ^ e dai punti delta ^ infinita- 
mente vicina a g, fomiano perci6 un fascio immerso nello 5 ^g^, che 
pu6 chiamarsi tangenfe lungo la generatrice g. Onde : i piani tangtnli ad 
una ^ rigata si distribuiscono in una scrie di fasci. 

12. I piani di 5^ si tagliano a due a due in punti. Ma se i piani di 
un gruppo^ non passando per uno stesso punto, si tagliano a due a 
due in punti esso ^ o immerso o contenuto in 5^ . Supponiamo V esi- 
stenza di una superficic G^ immersa in 5^ , i cui piani tangenti s' incon- 
trino a due a due. Poich6 i suoi oo' piani tangenti inconcrano un 
dato r, ve ne sono co che incontrano una retta tangente t^ cio^ vi 
sono 00 rette tangenti che incontrano una data /, e i loro punti di 
contatto generano evidentemente una curva piana y. Inoltre h chiaro 
che due punti di G^ determinano una ed una sola curva y , e che que- 
ste sono del 2^ ordine, perche akrimenti ogni corda di G^ sarcbbe 
una plurisecante. Se ne deduce facilmente che la superficie di cui si tratta 
i la FJ di S , che contiene un sistema doppiamente infinito di coniche (*), 
e quindi che non esisle in S^ una Fl i cui piani tangenti sHncontrano 
in punti a due a due. 



§ ni. — Projezione delle Fl immerse in 5, sulle ^l 

DEL NOSTRO SPAZIO. 

13. Abbiamo veduto (n* 3, e 4) che una FJ di 5„ 6 projettata 
da fl — 3 centri di projezione sul nostro spazio in una superficie in 
generale dell'ordine n, e che quando tutti o parte dei centri si scelgono 
sopra /^» ma ad arbitrio, la projezione risulta univoca. Se uno dei centri 



(•) Cfr. Veronese : LasuperficU omaloiie nomiale^ ecc, (Memorie delta R, 
Ace. dei Unca^ XIX^); Segre : Cansldera^ioni sutta [Geomelria delle coniche ecc* 
(AUi delta R, Accademia di Tmno^ vol, XX); ed A. 1, c, 

3* 
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giace su f^, ogui S^^ uscente dai punti 0, 0', 0" , . .. incontn 
altrove la superficie in soli n — i punti variabilis ogni retta di 5^, 
traccia di quelle 5^, , inconira la *, , projezione di J^" , in « — i punti, 
e questa risulta deH'ordine n — i. I punti di JF" infinitanaentc vicini 
ad giacciono sul piano ? tangente in 0, questo insiemc coi punti 
0', 0", ... determiua uno 5„_,, che taglia 5^ in una retta r. Lcrcite 
tangenii in stanno in 1:, e determinano coi punti 0', a", ... d^ 
gli 5 , che projettano i punti infinitamente vicini ad nci punti 
deila retta r. Dunque la *p immagine di F^ contiene la retta r, Sc 
ed 0' sono sceiti sopra jF" si otterra per projezione sopra S una 
♦^, che contiene due rettc r cd r' immagini di ed 0'. Qucste 
due rette non s'incontrauo, poich^ qualora s'incontrassero i due 5^, 
che le determinano, si taglierebbero secondo uno 5 , e gbccrebbero 
quindi in uno S'.^,, ed essendo i punti ed 0' arbitrari, ne verrcbbc 
che ogni S^^ tangente toccherebbe la F^. in un altro punto il che e 
impossibile. Dalle cose dette ricaviamo che: 

/ punii t I piani tangenti di una Fl immersa in S^ si possono pro- 
jettare sullo spa^io or dinar io nci punti e nei piani tangenti di una super- 
fxic del f ordine ^l scegliendo n — 3 cenlri di proje:(ionc sulla F^, m 
ad arbitrio, I punti infinilamente vicini ai centri di proje:^ione si projdr 
tano sopra n — 3 tette di ipl che a due a due non s^incontrano, 

14. Indicando con r, r\ r'* ^ ... le rette di ^\ immagini dei cen- 
tri 0, una retta s di ^\ che non si appoggia alle r e projezione di 
una curva di Fl che non passa per nessuno dei punti , e quindi 4 
essa stessa una retta. In generate una curva dell' ordine b contenuu 
in J Fl che passa per h punti c projettata sopra una curva di ♦] 
dell'ordine /; — h e che si appoggia alle k rettc r corrispondcnti. Vi- 
ceversa una curva di 4>J deU'ordine / e che si appoggia ad / rettc r c 
rimmagine di una curva di P* dell'ordine / + / che passa per gli / pupji 
corrispondenti a quelle rette r. 
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§ IV. — Classificazione delle F^ immerse in S„ . 



15. Una superficie del 3** ordine del nostro spazio puo csscre un 
cono, una rigata, o una superScie non rigata, e le jF^ di 5, possono 
venir projettate sopra queste tre specie di *J. Esaminercmo separata- 
mence i tre cast. 

16. E dapprima se la f" di S^ h projettata da « — 3 suoi punti 
sopra un cono di 5 , enon 6 essa stessa un cono, allora scomponendo 
tal proje/.ione in n — 3 successive, come si i esposto al n'* 3, una volta ac- 
cadrik, che una ** di 5^ i projettata da un suo punto in cono /if *"' di Sj^_^. 
Uno 5^j di 5^ passante pel vertice k di if*""* lo taglia in A — i reite j, e 
quindi uno 5^, di S^ passante per e per k taglia 4>* alnicno in ^ — i 
curve distinte c tali clielasomma dei loro ordini^quanio /r.Tenendo conto 
die le rette s entrano simmetricamente nella projezione, se ne deduce facil- 
mente clie lo 5]^, di 5]^ taglia ^l in A — i rette projettate nelle x e in una 
riroanente passante per , le quali tutte debbono appoggiarsi alle ok. Dun- 
quc ^l i una rigata chc possiede una direttrice rettilinea ok. Ma quando il 
centro non 6 situato in una maniera specialc suUa 4>j , allora per 
ogni punto di ^l dovri passare una retta, alia quale si appoggiano tutte 
le generatrici, cioe 4>* 6 un cono. Si enuncia perci6 che: 

Una F* immersa, in 5„ , che da n — 3 suoi punti arbiirari c pro- 
jettala sopra un cono cubico di S^ , e essa slessa un cono. 

17. Vi sono due specie di ccni dell'ordine ;/ in S^, i razionali e 
gli ellittici, secondoch6 la loro sezione e razionale o una curva nor- 
niale ellittica. Le loro proprieta si deducono immediatamente da quelle 
della loro sezione. Essi costituiscono le curve razionali e le curve el- 
Httiche di ordine n nello spazio lineare ad « — i dimensioni genc- 
rato dalle rette (ckrucnti) di un 5„ concorrenti in un punto. Per que- 
sia ragione non ce ne occuperemo in seguiro. 

18. Esaminiamo il secondo caso, quando la 4>] di S^ , projezione 
di /^, e una cubica rigata. Poich^ una retta di 4>J , che non si appog- 
gia alle rette r corrispondemi ai ccntri 6 s-^mpre Timmaginc di una 
retta della Fl (n" 14), ne risulta immediatamente che : 
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Quando una F^ di S^ Iprojeltala da n^^ ^ suoi punH arbilrari in 
unasuperficie rigaia del 3" ordine^ anch'essa h una rigata. 

Questo ragionamcnto h basato sull' ipotesi che V imniagine dei 
centri sieno altrettante gencratrici di ♦], ci6 che avvcrri, semprc 
quando vi sieno piu centri 0, non potcndosi ie rette immagini incon- 
trare fra loro. Ma quando il ccntro e unico , e si tratta di una F\ 
di 5^, allora la sua immagine puo essere: o una generatrice di <»^, cd 
il teorema precedente resta tal quale; ovvero pu6 essere la diretiricc 
semplice di ^\^ allora le sue generatrici rapprescntano coniche di ¥\ 
uscenti da 0, ed essa non possiede alcuna retta. Sicchi : 

Esistt una F\ non rigata in S^ a se:(iom raiionali che si projdta dn 
un suo punto sul noslro spa:(io in una superficie rigaia del }*" ordine, 

Lo studio ulteriore di questa FJ farebbe riconoscere agevolracnte, 
che h projezione della F^ di 5^ , e quindi conduce, projetiata sul nostro 
spazio^ alia superficie romana di Steiner. 

19. Finalniente la projezione *, pu6 essere una superficie non fi- 
gata del 3^ ordine generate ovvero dotata di uno o piii punti doppi. la 
tutti i casi essa non possiede piu di 6 rette formanti un sistema 
sghembo (sestupla). Sicchi quando si voglia che ^] non rlsulti rigata 

dalla projezione di F,", dev'esscre n — 3<6,w<9" e mettendo 
questa conclusione in confronto coU' enunciato del n° prec., si ha che: 
Le superficie dell'ordint n immerse nello spa^io di n dimension per 
» > 9 sono sempre rigate. 

20. Supponendo per ora che la 4>j sia affatto generate, e ritenendo le 
solite notazioni per indicare le sue 27 rette, abbiamo, che una f^ di 5^ c 
projettata da 6 centri giacenti in essa o^,o^^o^, ^4 1 ^s » ^6 ^^ ^^* *1 ^^ "^j* 
e i punti infinitamente vicini ai punti si projettano rispettivaraentc nei 
punti delle rette ^ , , fl, , fl^, , ^4 , ^^ , a^ di una sestupla di ^l . Una F^ di 5, 
(n < 9) che sia projettata da n — 3 suoi punti sulla *J in modo che rim- 
magine di questi centri sieno « — 3 delle rette a, pu6 anche ottenersi pro- 
jettando la i^ da 9 — « dei punti 0, e possiede in generate 9 — n rette, che 
si projettano nelle rimanenti rette a . Una coppia, una tema, una qua- 
drupla di rette di *, h sempre contenuta in una sestupla : percid le /^ di 
5 , i^ di 5^ , FJ di 5^ , posseggono semprc almeno 4, 3, 2, rette rispet- 



tivimeote. Md di quintuple in *l ve ne sono di due specie. Una quin- 
tupla come a^^ a^, a , a^^ a^ h quale fa parte di una sestupla |. 
edunacomea,,a,,a,,a^,(;^5 , la quale non £i parte di una scstupla, 
e perci6 ogni altra retta di 4»^ si appoggia ad una o a pi£i delle sue rette. 
Quando una fj di S^y i projettata da 5 suoi punti in modo, che le 
iromagini dei centri costituiscono una quintupla di prima specie tf,, 
a^, a . a^y a , allora la presenza della retta a^ ci dice che Fl ammette 
una retta. Ma quando le immagini dei centri di projezione costituiscono 
una quintupla di seconda specie, allora JF^ non possitde rette. Se ne in- 
ferisce la possibile esistenza di due specie di F\ in 5g : Tuna che pos« 
siede una retta, e che pu6 essere projezione di una -F^ , di 5^ ; Taltra 
che non possiede rette, e quindi non pu6 ricavarsi per projezione dalla 
i^ di 5^. Daremo in appresso la costruzione e diverse proprietii di 
tutte queste F^ di S^ che abbiamo qui enumerate. 

21. -Resta a contemplare il caso in cui la ^\y pur non essendo ri- 
gata^ ammetia uno o pid punti doppi. Se P i un punto doppio conico 
di ^\. scomponendo la projezione come al n° 3, si scorge che o F\ 
ha un punto doppio conico, ovvero una volta almeno una F\ di S^ 
c projettata da un suo punto iu una i*^' di 5^, dotata di un punto 
doppio conico P. Esiste allora in Pj una serie semplicemente inft- 
nita di tangenti, che si projetta da un punto qualunque fuori di esse 
nel cono k\ tangente in P^ vale a dire che quella serie costituisce un 
cono di 2"^ ordine, il cui vertice ^ un punto doppio di P^\ Dunque: 

Qtiando una F^ di S^ i projettata da centri arbitrariamente - scelti 
sti, fuori. di essa in un' altra superficie dotata di un punto doppio to- 
nico, possiede ancVessa un punto doppio conico. 

22. Se per gll n — 3 centri passa uno S^^ (n — i)-secante , 
questo projetta i riuianenti due punti A ed A' della Fl in un solo 
punto doppio per 0] con due piani tangenti provenienti dai due piani 
tangenti ad P" in ^ ed A'. Sicch^ : 

Un punto doppio hiplanare di ^\ pub essere projti^iont di un punto 
doppio biplanare di due punti distinti di F^ . 
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23 . Sopra una F^ noii rigata di 5. , la quale possiede un punto 
doppio conico si scelgano altri n — 4 punti 0', 0", . . . Ogni S^ 
uscente da questi punti incontra altrove la F* in altri 2 punti, e quindi 
essa ^ projettata sopra S dai centri in una quadrica ^ . Le imma- 
gini dei centri 0', 0", . . • sono rette di Ql appartencnti ad uno stcsso 
sistema, e rimmagine del centro i una conica. Riserbandoci esamh 
nare in appresso alcuni casi di F* dotate di punti doppi, enunciamo 
intanto che: 

Una Fl di S^ dotafa di un punto doppio e projetlata da questo t 
da altri suoi n — 4 punti in una quadrica del nostro spas^io. 



§ V. — Delle rigate di ordine n immerse nello spazio 

DI n dimensioni, 

24. Intomo alle rigate di ordine n immerse nello spazio di n di- 
mensioni vi sono a fare alcune brevi considerazioni, le quali mostrano 
che esse si deducono tutte per projezione dalle rigate di ordine n im- 
merse nello spazio di n 4* i dimensioni. 

Projettando una R[ immersa in 5„ da n — 3 suoi punti sulla K\ 
di S le inimagini dei centri sieno n — 3 sue generatrici r. Le ge- 
neratrici />, p\ p^\ ... di /^ uscenti dai centri 0, o\ 0", . . . rispetti- 
vamente si projettano in 11 — 3 punti P, P', P" , . . . di -^ atuati 
suUe f, f', r", ... rispettivamente, di guisa che P ed r presi insieme 
rappresentano p ed in modo che ad ogni punto di p corrispondc 
costantemente P; e ad corrisponde un punto qualunque di r. Ad una 
curva C^ di i^ , che si appoggia k volte ^ p y t, passa / volte per 
corrisponde una curva di R\ dell' ordine h — / che si appoggia / volte 
ad f e passa k volte per P. In particolare le sezioni spaziali di i!^ 
sono rappresentate in R"^ da curve di ordine n che passano semplice- 
mente pei punti P. La direttrice semplice di R\ ^ immagine di una 
curva di 1?" che passa una volta per ciascun punto e percid dell'or- 
dine n — 2. 

25 . La direttrice doppia di R\ detennina coi centri una S^^ che 
taglia jRJ sccondo una C""*. Ogni 5^.^ di questo S^^ uscente dai ecu- 
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tri incontra (?*' e ^ in altri due punti che si projettano insieme 
su un punto della direttrice doppia. Cioi : 

Per n — 3 qtialunquc punli di R^ passano unfascio di S (» — i)- 
secanti. 

26. I punti di due sezioni di una R^ sono riferiti projetdvamente 
mediante le sue generatrici. Anzi ie rette di 5., che uniscono i punti cop- 
lispondenti di due C razionali projettive^ immerse in due 5..,^ e che 
hnnno n punti comuni, formano una R^ . Tali due C possono in in- 
(initi modi considerarsi come projezioni da uno stesso centro A di due 
C immerse in due S]^ di uno S^ ed aventi n punti comuni , queste 
saranno anche tra loro projettive, e le rette che uniscono i punti cor- 
rispondenti generano una R^ di 5„^, che si projetta da A sulla S^ di 
S„. Dunque: 

Ogni rigata dtlVordmt n immersa in S^ e proje^iofie di una rigaia 
dello slesso ordine immersa in 5,^,. 

27. Le propriety riguardanti le ^ di 5, si ottengono dunque da 
quelle delle R^ di 5^, come pure in generale le propriety di ogni su- 
perficie rigata razionale. Lp smdio delle R^ di 5*^, i bxto dal Segre(*) 
e se ne ricava fra gli altri teoremi il seguente : 

Le Rl di S^ si classificano in ovvero - specity caraiUrv^T^ate 

2 2 

ciascuna doll* ordine mmimo di una direttrice , che pud variare da i ad 
ad - secondo che n e dispari pari. 

In altri termini appartengono alia i*, alia 2*, alia 3% ecc. specie 
quelle R^ che poss^^gono una retta, una conica, una cubica gobba di- 
rettrice, ecc. rispettivamente. Una Rl possiede sempre una curva diret- 

trice dell 'ordine o - . Anzi quando n 6 pari le direttrici di or- 

22 

dine — sono in numero semplicemente infinito. 
2 *^ 



(*) Suite rigate ra^ymaU in uno tpaiio timare quatunque {Atti detla R. Ace. dett€. 
Science di Torino, Vol. XIX.) 



^ 
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28. Si osservi che quando Rl possiede una direttrice ET dell'or- 

dine w (m < -) , se degli n — 3 centri di projezione tn se nc scdgono 

2 

sopra JD*, la proje:^iont di IT^ i un com cubko rationale, (cfr. n*" 16). 
Infatti un altro punto di JD* insieme coi centri detennina uno 5^ 
che conriene D"*. La traccia di tale S sopra 5^ un punto K pel 
quale passano tutte Ic generatrici delb projezione , visto che le gen^ 
ratrici di ^ si appoggiano tutte a IT. 

In un punto P della S^ oltre alle rette tangenti alle sezioni pas- 
santi per P vi sono i piani oscuktoii, gli S 4-tangenti, gli S^ 5^211- 
genti, ecc. Oia se si considera la generatrice g passante per P ed al- 
tre r •— I successive a g , queste detenninano uno S^^^ nd quale 
giacciono tutti gli 5^^ r-tangenti in P come in un altro qualuoque 
punto di g. Questo pu6 chiamarsi lo S„^ r-tangente a P, Tali con- 
sidenudoni che del resto si possono applicare ad una rigata qnalunque, 
mdstrano come non si trova nei punti deUe rigate la medesima serie 
di spazi r-tangenti che nei punti di una superficic non rigata (*). 



§ VI. — SULLE RETTE APPARTENEKn ALLE F" HON RIGATE DI 5,. 

29. Le P" di 5, (« < 9) sono projettate , come si* t detto, da 
n — 3 loro punti, quando non sono rigate, sopra una ^l generale di 
S . Le immagini dei centri di projezione 0^ of, 0'', . . . sono n — 3 
rette di 4»J formanti un sistema gobbo il quale fa parte sempre di una 
sestupla, salvo il caso ti = 8 in cui pu6 fame o no parte. Riserbon- 
dod di trattare dopo questo secondo caso , per ora resteremo sem- 
pre neli'ipotesi che il detto sistema gobbo appartenga ad una sestupla. 

30. In tali ipotesi sieno a^, a,, a, , . . . le n — 3 rette imnugini 
dei centri 0. Tutte le rette di ^| che non si appoggiano a nessuna 
deUe a sono projezioni di rette della P^ ed ^ evidente che quando due 
di queste s'incontrano o non, le loro projezioni s'incontrano o non; 
e recipirocamente. Ne deriva che se dull a configurasiione delle 27 reUt 
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di ^l staabiamo la (n — jiYpla a, , <7, . . . e tulle h sue secanti e plu- 
risecaati, la cotifigura:(ione delle rimanenti retie e idcntica a qtulla delle 
retu di F'. 



1 



31. Ponendo successivamentc w ■» 4, 5 , 6, 7, 8, 9 ne ricaviamo che : 
I** La F^ di S^ possiede 16 rette. Queste si possono indicare con : 

h. tf. fl, a, a, a. 



% 


^u ^x% ^16 


c 


>4 ^3S ^36 




^A^ ^46 




^6 



Lc'note convcnzioni sul significato degli indici esprimono le loro mu- 
tue relazioni, e definiscono completamente la risulrante configurazione, 
2® La F\ di S^ possiede 10 rette, formanti la configurazione: 

a^ a^ a^ a^ 

^54 ^3S S<i 

3^ La Ff di 5^ possiede 6 rette ^^, ^^, a^, c^^, r^^, c^^, distri- 
buite in due teme coniugate tali, che ogni retta deU' una 6 bisecante 
deU'altm. 

4° La Fl di S^ possiede 3 rette a^, fl^, c^g, una delle quali si 
appoggia alle altre due che non s'incontrano fira loro. 

5* La F\ di 5^ di prima specie ha una retta. 

6® Lar Fl di S^ non ha retta alcuna. 

32. Le rette di ^\ che si appoggiano a k delle a. , ii, ... imma- 
gini degli n — 3 punti rappresentano curve razionali dell'ordine ^ + i, 
che passano pei k punti corrispondenti. Ma poich^ i punti sono 
arbitrariantente scelti suUa F^y ne inferiamo I'esistenza di un sistema e, 
h volte infinito, di 0^\ tale che h punti qualunque di F^ ne determi- 
nano itna, Ogni retta r di 4>] che si appoggia alle a dA luogo a uq 

33 
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sistema e, che diremo coniugato alia retta r. Le curve di t sono pro- 
jettate dai centri o in curve di 4>^ dello stesso ordine formanti un ana- 
logo sistema e' coniugato ad r'. Ad e' apportengono curve dalle quali si 
separano una^ o pit!i, delle rette a, e sono projezioni di quelle curve di c che 
passano per uno, o piii^ dei punti o; e tinalmente ci appardene la curva 
fonnata dalle k rette a insieme con f , la quale i projezione deUa cona 
di e passante per tutti i punti o. Possiamo cosi riconoscere la pre- 
senza di coniche , di cubiche gobbe , di C^ razionali, ecc. sopra 4>] , 
ed in ciascun caso vedere le relazioni che corrono fra queste curve e le 
rette di 4>^ . Inoltre, procedendo senipre col metodo indicato y queUe 
curve razionaliy che si appoggiano ad una, o a piu, delle k rette a^ d 
indicano Tesistenza di altri sistemi di curve razionali, di ordine piii alto 
in Fl, da questi ricavianio per projezione sistemi di curve dello stesso 
ordine in 4»^ , e cosi sempre avanti. Otteniamo dunque, partendo dalle sole 
rette di 4>^ un mezzo per stabilire le curve razionali di tutti gli ordini 
contenute tanto in ^l quanto nella F". £ inutile insistere sopra que- 
sta riccrca niinuziosa. Far6 solo notare che, mentre le altre Fl pos- 
seggono rette e coniche , la curva del piii piccolo ordine contenuta 
nella Fl di 5^ i la cubica gobba. 



§ Vn. — Sulla rappresektazione piana delle predette superfioe. 

33. Dalle cose dette si deduce immediatamente che : 

Le Fl di 5„ sono tiUtt rapprcsentahili^ eccttto i coni elliltici, 
Poichi si possono projettare suUc diverse specie di superficie cubi- 
che del nostro spazio , e fra queste i soli coni ellittici non sono rap- 
presentabili. 

34. Dalla nota rappresentazione della superficie generale del 3'' or- 
dine si ricavano quelle delle Fl non rigate e generali di 5. , tranne la 
Fj di 5g e di seconda specie, di cui ci occuperenio a parte. Una qua- 

lunque sezione spaziale di Fl (n < 9) i una C" ellittica, che non passa 
pei punti 0, e che si appoggia una volta a ciascuna retta di jF* , essa 
c dunque projettata sopra *^ in una r", la quale non si appoggia allc 
n — 3 rette a, , a^j ... immagini dei punti , e si appoggia una 
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volta alle rimanenti rette della sestupia. Ora se indichianio con A^^ A^ ,... 
i 6 punti base del sistema triplo di cubiche plane, che rappresenta la 
^\ y le immagini delle predette r" si troveranno nelle cubiche che non 
passano per gli n — 3 punti A^^ A^ , . . . e che passano pel rimanenti 
punti base. Dunque : 

// sistema n volie injinilo di ciAkhc plane con 9 — n punti base 
setnplici rappresenta una F^ non rigata immersa in 5„; e reciprocamente : 
ogni F] generate non rigata immersa in 5„, tranne la F\ di seconda spe- 
cie, c rappresentabile sul piano col sistema 00" di cubiche che passano per 
9 — /; punti assegnali. 

35. La F^ di 5^ 6 rappresentata sul piano dal sistema lineare 00' 
di tutte le cubiche plane : ad ogni cubica plana corrisponde una sezione 
spaziale C^ e lo S^ in cui questa ^ immersa; ai 9 punti che le cubi- 
che hanno in coraune a due a due corrlspondono i gruppi di 9 punti 
intersezioni della F\ cogli S^ di S^, Le rette del piano rappreseiuano 
cubiche gobbe in numero doppiamente infinito contenute in FJ, che 
si tagliano a due a due in un punto, e sono le curve del minimo or- 
dine giacenti in F\, Aftinchi la F\ sia projettata da un centro so- 
pra una superScie di minor ordine c necessario che stia sopra FJ ; 
allora si ottiene per projezione una F\ di S^ . Le sezioni di Fl saranno 
projezione delle sezioni di F J passanti per 0. Se ad corrisponde nel 
piano il punto A^ , le cubiche passanti per A^^ rappresentano le sezioni 
di F^ passanti per e quindi tutte le sezioni di FJ . I punti infinita- 
mente vicini ad sono projettati nei punti di una retta di FJ, ch'i 
rappresentata sul piano dal punto base A^ . £ poi evidente che la Fj 
di 5g di seconda specie, la quale non possiede rette, non pu6 risultare 
come projezione della FJ di 5^ . Estcndendo la discussione precedente, 
e riassumendo, abbiamo che : 

Le Fl generali di 5„ , tranne la Fl di seconda specie , sono tutte 
proje;ioni della F\ immersa in S^ , c ciascuna h projezione di quelle di 
or dint piU alio. 
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§ Vni, — Projbzione delle superficie da piaki tangekti, 

S^ OSCULATORl. 

36. Una F* non rigata di 5„ per n^ 6 pub projettarsi * da un 
piano tangente sopra uno S^_^ . Tal projezione equivale a qudb &tta 
da tre centri comunque situati sopra un piano tangente , ed in pard* 
colare da tre centri scelti suUa superficie, inlinitamente vicini tra loro, 
ma non giacenti sopra una stessa sezione. Gli 5,^ uscenti dal piano 
tangente w incontrano la F" in altri n — 4 punti fuori del punto di 
contatto e s^ano S nei suoi S^^ , i quali taglieranno la projezione 
di F" in soli n — 4 punti variabili. Dunque : 

Una Fj non rigata e generate di 5"^ J^^r 9 5* n > 6 e projettata 
da un suo piano tangente in una *^* imimrsa in S . 

37. Le 4>^^ di 5„_j da considerasi nel nostro caso sono : b qua- 
drica di 5^ , la cubica rigata inimersa in 5, , due specie di superficie 
del 4^ ordine in 5^, cioi la rigata c quella che non contiene nessuna 
retta, e finalmente la superficie del 5° ordine in S^ che e semprc ri- 
gata. La Fl di S^ e projettata da un suo piano tangente sulla 4»j di 
S^ . Per projettarla da un suo piano tangente 77 e da un suo punto 
possiamo decomporre la projezione in due, prima projettandola da 1?, 
e poi la ^\ di 5^ che ne risulta dal suo punto 0^ imm^ine di o\ se 

I ne ottiene la ** rigata di S^ , Avremmo potuto prima projettare la F] 

da e poi la F* di S^ risultante, dal suo piano tangente ic*, imtnagine 
di TT, e saremmo giunti evidentemente alia medesima ^J di 5^. Se 
ne trae che : 

La Fl di prima specie immersa in S^ h projettata da un suo pifn^o 
tangente sulla *J rigata di S^ . 

38. In un punto P delle FJ[ immerse in ^,, oltre alb serie ddk 
rette tangenti alle sezioni passanti per P, le quali generano il piano r. 

I tangente, vi h luogo a considerare la serie dei piani u> osculatori in P 

alle sezioni medesime. Questi piani a> segano ir nelle rette tang^ti^ 
e quindi determiuano con 17 degli 5 i quali projettano da ir i punti 
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di Fl miinitamente vidni a P. Ciascuna sezione passante per P pos- 
siedc in P UQ piano osculatore «. Per un piano « passano oo •"' 5^, 
le cui sezioni osculano a>, taichi ii numero del piani ci> h doppiamente 
infinito. Quando uno S^ determinato da ic e da un piano ta si appog- 
gia ad un qualunque S^^ dello 5^, esso giace nello 5^, determinato 
da S^^ c da ic. Viceversa uno 5^, uscente da ic di luogo ad una 
sezione spaziale con due rami per P, e quindi a due piani oi: esso 
contiene dunque due, e due soli, dei sopradetti S , Ne segue, che que- 
sti S^ sono in numero semplicemente infinito, e generano un cono K^ 

col sostegno ic. Questi ragionamenti non reggono se non per n > 5, 
Pel caso » > 5 abbiamo intanto che : 

Projettando una F" di S^ da un suo piatw iangmte, le imtnagini dei 
punli infinilamenie vicini al contatlo e una conica che giace stdla proje:(i(me, 

39. n cono K^ h immerso in uno spazio n^ , che diremo oscu- 
latore in P alia FJ . Le sezioni fatte con 5^, uscenti da n^ posseggono 
infiniti piani osculatori in P; esse dunque hanno almeno un punto tri- 
pb, ma poichi in generate le sezioni sono del genere i , vuol dire 
che quesce si spezzano. 

40. Nella superticie che risulta come projezione di una Fl di S^ 
da un suo piano tangente r in P, le sezioni spaziali sono projesiani 
di quelle di F^ che passano con due rami per P. Le immagini di que- 
ste nel sistema rappresentativo piano di P^ sono le cubiche che harao 
un dato punto doppio K. Ne conchiudiamo che : 

Le ♦J di S^ e 4>J rigata di S^ , proje^ioni ddla Fl di S^ e delta Fl 
di prima specie immersa in S^ , sono rappreseniaU dal sistema delle cur- 
biche piane con un punto doppio base e con ^ero i punii base semplici 
rispetiivamtnte. II punto base doppio rappresenta una conica direttrice della 
superficie. 

Si ritrovano cosi i noti sistemi rappresentativi di quelle superticie (*). 
Aoche per b quadrica di 5, e la 0| di S^ si trovano sistemi rappre- 
sentativi che non sooo pero i piii semplici. Potremo usare in generale 
questa locuziooe: 

(•)Scgrc, I.e. 
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La projtxioHt di una F" da tut sua piano tangetiU , equiock dk 
introdu:(tone di un punto doppio base nel sua sisUma rapprssentaiiifo, 

41. Se una sezione spoziale di F^ possiede un punto triploin P, 
anche la sua immagtne nella rappresentazione piana passa con tre lami 
pel punto P corrispondente a P, cio4 si spezza in tre rette concorrenti inF. 
Queste rappresentano isolatamente tre curve razionali di F] , doc mte, 
coniche o cubiche gobbe, secondo la posizione che ciascuna dellc tre 
rette ha verso i punti. fondanientali. In particolare direnio : 

Gli S^. osculalori di una Fl immersa in S^ , la tasUano secondo 
tre cubiche gobbc concorrenti nel punto di oscula^ione. 



§ DC. — Sulla superficie dell'ottavo ordine e di seconda speqe 

IMMERSA NELLO SPAZIO DI OITO DIMENSIONI. 

42. Sieno c,^ , <J, , ^^ , ^^ , ^6 ^^ ^^^^^ ^^ "°^ quintupla di secondi 
specie, cioe che non ammette alcuna nullisecante, formata coUe rette 
di 4»], e supponiamo che una F\ di 5g si projetti da 5 suoi punti 
0, 0', J\ ... sopra *^, in modo che le immagini deicentri diproje- 
zione sieno le rette della quintupla ordinatamente. La quintupla am- 
mette 10 secanti semplici, cio^ due per ciascuna retta, che sono : 

<»«» ^iJ ^n> <^^^^ ^u > ^^^y ^m' '^as ; ^16 » '^.i • ^ f^tte fl, cd fl, nlpp^^ 
sentano due coniche di F\ passanti pel punto o che corrisponde a <:,. , 
analogamente per le altre secanti. Ma poiche i centri sono arhhraria- 
mente scelti suUa superficie, ne discende che : 

La Fl inimersa in 5g possiede due sistemi seniplicemenfe infinid A 
coniche : per ogni sua punto passu una conica di ciascun sistema, Dae 
coniche j' incontrano , o no ^ secondo che appartengono a diversi , o alio 
stesso sistema. 

43. La quintupla data non ha bisecanti: se ne inferisce che F\ 
non possiede cubiche gobbe ; poiche, se ne avesse, sc^liendo due dei 
centri sulla cubica , si otterrebbe nella projezione 4>| una quintuple <li 
seconda specie con rette bisecanti. 

La quintupla data ammette delle trisecanti una per ciascuna tenu 
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delle due rette ; p. e: la b^ si appoggia ad a^y a^^ a^ e non alle ri- 
nianenti due. Queste ci dicono che : 

La Fl possiede un sislema linean triplo di quartiche normali^ tale 
che per tre suoi punli ne passa una sola. 

Non vi sono quadristcanti della qtiintupla, e quindi non vi sono 
quintiche in ff . 

44. Rnalmente vi sono due rette b^ e b^ le quali si appoggiano 
a tutts quelle della quintupla, e ci rivelano che : 

La F\ possiede due sistemi lineari di sestiche normali : per cinque 
siioi punli passa una sestica di ciascun sistema ; due sestiche di sistenui 
opposto hanno cinque punti comnni ; due dello slesso sistema ne hanno 
quatlro. 

45 . Per un punto P di F J passano due coniche y e y' che toc- 
cano il piano tangente ir in P. Non vi passano cubiche. E vi passa 
un sistema doppiamente infinito di quartiche normali C^^ tangenti a ir, 
e tali che due altri punti qualunque di F\ ne determinano una , ed 
esse s'incontrano in un punto a due a due. Ora projettando FJ da ic 
si ottiene sopra 5^ una ^\ , come gi^ sappiamo. I punti vicinissimi 
a P si projettano nei punti di una conica x di 4»^. I piani delle co- 
niche y e y', che sono osculatori in P alia F\, determinano con it 
due S^ , che projettano tutti i punti di y e di y' in due punti G e C 
di X. Le O passanti per P si projettano in alttettantc coniche di ♦♦ , 
le quali pure godranno della propriety che due punti di ^\ ne deter-* 
minano una, ed esse s'incontrano a due a due in un punto. Si scoige 
solnco che la 4>^ non ha rette poich^ queste non appo^andosi a x' 
provercd^bcro da rette di F\^ ovvero appoggiandosi a x^ una o due 
volte dovrebbero venire da cubiche o da quintiche passanti per P con 
uno o due rami rispettivamente. Dall' insieme di questi ragionamenti 
raccogliamo che : 

La F\ imntersa in S^ i projettata da un suo piano tangente in una 
suptrficie del 4° ordine non rigata immersa in S^ . 

46. Le sezioni spaziali di Fl incontrano due volte tanto y quanto 
y\ esse si projettano quindi s6pra 4>^ in un 00^ C^, le quali hanno 
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due pimti doppi in G e G'. La C^ di F] determinata da P, da un 
punto di y e da uno di y', si spezza evidenteniente in y e /. Ma vi 
sono 00 O che si appoggiano aye non a y', ed oo che si appoggiano 
a y' e non a y : queste si projettano nelle coniche di ^ che passano 
per G e G' rispettivamente. Finalmente le sezioni di ♦] sono imma- 
gini delle sezioni di Fl , che passano con due rami per P. 

47. Daicentri G t G' projettiamo la 4»* sopra 5,. Siotticnemu 
quadrica Q, e i punti vicinissimi a G e G' si projettano nei pund di 
due rette r ed r' appartenenti a sistemi opposti di Q. Le C* passanti 
con due rami per G e G^ , immagmi delle sezioni spaziali di F* , si 
projettano nelle O di genere i di Q^ che incontrano due volte le lette 
di ciascun sistema. Dunque alle 00" sezioni di Fl possiamo £ir corri- 
spondere le 00^ (?*' di una quadrica Q. Due qualunque C^ di P| si 
incontrano in 8 punti, come pure due C*' di Q. Reciprocamente, il si- 
stema lineare 8 volte infinito delle quartiche di prima specie contenute 
in una quadrica Q & tale che due qualunque di esse si segano in 8 
punti. Dunque , se lo mettiamo in corrispondenza projettiva cogli S. 
di 5g , esso rappresenta appunto una superficie delPottavo ordine im- 
mersa in quello 5g . Riassumendo : 

La Fl di seconda speck immersa in 5g pub rappresentarsi sopra 
una quadrica di S^ , assumendo come sistema rappresentativo quello delle curvt 
del 4^ ordine e di genere 1 appartenenti alia quadrica, 

48. Le curve plane del 4^ ordine e di genere i che hanno due 
punti doppi fissi I e 11 corrispondono nella rappresentazione plana della 
quadrica Q alle sue C'*' ; perci6 il sistema co^ di queste curve pu6 as- 
sumersi come rappresentativo della Fl di seconda specie in 5|. ££t* 
cile atLche di accorgersi, che questo i il suo sistema rappresentativo di 
ordine minimo. 

H sistema rappresentativo piano della Fl di seconda specie immersa 
in 5g si compone di tutte le quartiche co^ due punti base doppi. 

49. Le proprieti della FJ gii enunciate, ed altre ancora,si rica- 
vano immediatamente dall'esame della rappresentazione piana. Si ha p. e. 
€be la #J di 5^ ^ projezione di Fl da un suo piano tangente, t np* 
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presentata dalle curve del 4** ordine con tre puntt base doppi, il qual 
siscema si riduce con una trasformazione a quello di tutte le coniche 
del piano. La F] immersa in S^ die si deduce dalla F^ projettan- 
dola da un suo punto 6 rappresentata dalle curve plane del 4° ordine 
con due punti base doppi e uno semplice, il qual sistema si riduce 
con trasformazione quadratica a quello delle cubiche piane con due punti 
base. Ne segue die : 

Le jF" immerse in S„ /?er n <; 8 sono projeiioni della F\ di se- 
conda specie immersa in S^ . 

50. Rappresentando la <^\ di S^ coUe curve del 4" ordine piane 
con due punti base doppi e cinque semplici, questi cinque rappresen- 
tano le rette di una quintupla di seconda specie. Togliendo dalle con- 
dizioni del sistema rappresentativo i cinque punti base semplici, si giunge 
immantinenti a definire la F\ mediante la sua rappresentazione plana. 

51. Si osservi anclie che in conseguenza del n® 47 si pu6 otte- 

nere una rappresentazione delle F" di S^ per w <"8 ed in particolare 
della F\ del nostro spazio sopra una quadrica (2J , facendo corrispon- 
dere alle sezioni spaziali della F" le (?•* di 2* > 1^ quali passano per 
o, I, 2, 3, 4, 5 punti fissi di J2* rispeitivamente. 



§ X. — Alcune varieta di tre dimensioni le cm sezioni spaziali 

SOKO DELLE F\ IMMERSE IN 5„. 

52. Le quadriche (2^ del nostro spazio sono 00^ e tre di esse si 
tagliano in 8 punti. Se le riferiamo agli 58 di uno 5^, agli S^ di S^ 
conisponderaimo fasci di J2J ^ 1^ C*** base degli stessi fasci , come 
pure agli 5, di S^ le reti di j2* e i gruppi di 8 punti base di queste 
reti. In conseguenza ai punti del nostro spazio corrisponderanno i punti 
di una varieti di tre dimensioni e dell'ottavo ordine immersa in S^ , 
alle cui prime sezioni fatte cogll 5g corrispondono le Q*, ed alle se- 
conde sezioni fatte cogli S^ le (?•* di S^ . Questa M\ nella geometria 
dello S^ delle quadriche inviluppo del nostro spazio si pu6 anche de- 
finire come il luogo delle quadriche inviluppo degenerate in un punto 

34 
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doppiOy e gode di notevoli propried che non h qui 11 luogo di enu- 
merare. Poichi ad una sua sezione spaziale corrisponde una j2^ di 5^ 
ed alle sezioni di questa le C*' giacenti sulla stessa (2^ si ha che : 

La Fl di seconda specie imnursa in S^ e se:iione delta Af^ itnmcrsa 
in S^ rappresentaia col sisUtna lineare di tulte le quadriche di S^ . 

Si pu6 anche dimostrare reciprocamente che : 

Se la scT^ione di una Af ? immersa in S^ e una Fl di seconda spe- 
cie essa e rappresenlabile col sistema lineare di talk le quadriche di S,, 

J3. Projettando la Af * di 5^ da i, 2, 3, 4, 5 centri sceiti su di essa si 

ottengono altre M* immerse in 5*,^, (3 < « < 8), i cui sistemi rapprc- 
sentativi si compongono delle 2* di S che passano per i, 2, 3, 4, > 
punti fissi rispettivamence, le quali posseggono ordinatamente i, 2, 3, 4, 5 
piani indipendenti fra loro , e le cui sezioni sono le Fl di 5, per 

3 ^ n < 8. Reciprocamente in forza del n® 5 1 possiamo anche dire che: 
Le Fl di 5„ per 3 < « < 8 si possono considerare come le se;iiom 
delle Af " di 5„^, rappresentabili sopra S^ col sistema delle quadriche cbe 
passano per S — n punti base fissi. 

54. Ni queste sono le sole varieti dell'ordine n immerse in 5,^ 
le cui sezioni sono F\ immerse in S^ e non rigate. P. c. il sistema 
delle *J del nostro spazio che passano per una C* delgenere 2 eper 
una sua trisecante r, i 4 volte infinito. Due 4>J del sistema si tagliano 
ulteriormente secondo una O piana , e tre *J in tre punti variabili. 
Sicchi esso pu6 assumersi come rappreseniativo di una Af' di 5^, la 
quale possiede un piano tt rappresentato dalla retta r, e 4 punti doppi: 
uno rappresentato dalla quadrica passante per C^ ed r la quale non 
incontra le ^\ fuori degli elementi fondamentali, e i rimanenti tre dai 
tre punti C^ Reciprocamente se una Af ' di S^ possiede un piano ir, 
possiede anche, come i noto , (*) quattro punti doppi giacenti su «. 
Projettandola da uno dei punti doppi se ne ottiene ima rapprescnta- 
zione univoca sopra 5 , ed aUe sue sezioni corrispondono appunto 
le *J del sistema considerato. Togliendo ora dagli elementi base del 



(*) Cfr. A ; Sulk Profeiionif ecc. 



sistema la triseconte r, se ne ricava un altro composto di tutte le 4»^ 
che passano per una C^ fissa del genere 2, due delle quaii si tagliano 
ulteriormente secondo una curva del quart' ordine e di prima specie, 
e tre in quattro punti variabili. Questo h il sistema rappresentativo di 
una M* di 5 , che non possiede piani, che si projetta da un suo punto 
sulla Af I di 5^ precedentemente definita, e la cui sezione i una Ft 
generale di S^ . Riassumendo : 

Ogni superficU generale del ^^ ordine del nostra spaT^io pub consider 
rarsi come sezione spa^ide di una varieta del 3° ordine e di tre dimen^ 
sioni itnmersa in S^ la quale possegga un piano. 

La F\ di S^ i scT^ione di una Af^ di S^ rappresentabile sopra S^ 
col sistema delle ^\ che passano per una curva del ^^ ordine di genere 2. 

55. Sempre basandoci suU'esame di sistemi lineari di superficie ge- 
nerali del 3° ordine possiamo definire altre varieti dell* ordine n im- 
merse in 5,^, . II sistema delle *J passanti per una curva del 4° ordine 
C* di genere zero 6 6 volte infinito. Due 4>] si segano inoltre secondo 
una curva del 5° ordine del genere i, che si appoggia in 10 punti a 
C*, e tre si s^ano in 5 punti variabili. Esso dunque i il sistema rap- 
presentativo di una Af ^ di 55 , la quale non possiede nessun piano^ e 
la cui sezione i una Fl immersa in 5"^ . Projettando la medesima Af ^ 
da un suo punto sopra S^ si ottiene una Af ^ , che possiede un piano 
immagine del centro di projezione , ed il cui sistema rapprese&tativo 
sopra S^ h costituito dalle <]>] le quali contengono una C^ razionale ed 
una sua trisecantc r . Finalmente projettando la stessa Af ] da due suoi 
punti sopra S^ si ottiene una A^| con due piani in posizione indipen- 
dente (oltre ad altri piani) immagini dei centri di projezione, il cui si- 
stema rappresentativo i dato dalle *J che passano per una C^ razio- 
nale e per due sue trisecanti r ed r'. Riassumendo : 

Le Fl di S^y le F* di S^y le Fl di S possono consider ar si come 
se:iioni rispettivamcnie di Ai| di S^ che non posscggono piani^ di Af ^ di 
S^ che posseggono un piano solo^ e di Af | di S^ che posseggono due soli 
piani in posv^ione indipendenie. 

56. Una Af I di 5^ non puo possedere piu di cinque piani x tra 
lore indipendenti. Poiche, se ne possedesse sei, uno 5^ tangente in un 
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punto P la taglierebbe secondo una F| dotata di un punto doppb P 
e di una sescupla di rette comuni ad S^ ed ai sei piani ic , do ch' e 
impossibile. Inoltre una retta qualunque r di M ^ si appoggia sempre 
• ad un piano ^. Infatti conducendo in un punto P di r lo 5, tangente 
, ad M I questo la taglia secondo una Fl per la quale P 6 doppio : fra 
le rette di Fl uscenti da r vi i r. I piani i? segano S in cinque rette 
di una quintupla di F] , delle quali una alnieno si appoggia ad r. Ke 
discende che uno 5, taglia M| in una FJ, ed i piani 77 in una sua 
quintupla di seconda specie cio& non appartenente a una sestupk 

Ci6 posto se esistesse una M^ in 5,^ non composta di infinid 
piani questa da 6 suoi punti dovrebbe projettarsi su S^ in una M\ do- 
tata di 6 piani indipendenti senza aveme infiniti, il che non pu6 essere. 

Si consideri una M^^ di S^ e una sua sezione Fl di 5j, quesu 
h sempre di seconda specie. Infatti scegliendo su di essa cinque centri 
ad arbitrio, e projettando la Af' e la F^ si ottiene una M| ed una 
sua sezione F|. La Af| ha cinque piani indipendenti r inimagini del 
punti a, e rimmagine dei medesimi punti sopra F] sono cinque rette 
di una quintupla di seconda specie , quindi F^ ^ di seconda specie. 
Conchiuderemo che: 

La Fl di S^ e la Fl di S^ di prima specie non si possono consi- 
derare cotne toiali se:(ioni di nessUna varieta a piu dimensioni. 



§ XI. — F" DI S^ DOTATE DI PUNTI DOPPI CONICI. 

57. Una superficie immersa in uno spazio di piu dimensioni puo 
fornire per projezione sopra uno spazio di minor numero di dimen- 
sioni un'altra superficie dotata di punti doppi conici, senza che la pti- 
mitiva ne possegga : basta scegliere convenientemente i centri di pro- 
jezione, come ne vedremo alcuni esempi in questo paragrafo. 

58. Nel sistema lineare di tutte le cubiche plane rappresentativo 
di una Fl immersa in S^ una conica y rappresenta una C^ razionalc 
appartenente ad F J, e per cinque punti qualunque di F^ passa una 
tale C^. Ora se invece di scegliere comunque 6 centri di projezione 
sulla F\ si prendano sopra una stessa CS la projezione di f J sopra 
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5) saii una superficie cubica dotata di un punto doppio JD; i sei punti 
fondamentali del sistema rappresentativo giaceranno sopra una conica 
y. Gli 5g detenninati dai centri o e dai piani tangent! ad Fl nei punti 
di C^ passano per un medesimo S^ determinato dai centri o e dai 
punto D. Analogamente si pu6 stabilire le particolariti neila giadtura 
dei centri di projezione per ottenere dalle altre F" di 5, la FJ di S^ 
con un punto doppio. P. e. projettando la FJ di Sj^ da un centro preso 
sopra una sua retta, projettando la FJ di 5^ da due centri presi so- 
pra una sua conica, ecc. 

59. Se tre punti fondamentali nel sistema rappresentativo della 
^l di S^ giacciono in una retta , questa 6 V immagine di un punto 
doppio conico. Ricordando le cose dette al n^ 21 , ne discendeche: 

Projettando la Fl di S^ da tre punti situati sopra una sua C^ si 
ottiene una F^ in S^ con un punto doppio, Projettandola da cinque punti, 
due situati su C, due sopra C ed il quinio comune a O e C'^, si 
oltiene una F\ con due punti doppi. Finalniente projettandola da sei punti, 
cbe a tre a ire giacciono sopra tre C^, owero che sieno le interse:(ioni di 
quattro O a due a due, si perviene alia *J di S^ dotata di tre quat- 
tro punti doppi. 

60. Sia / una retta tangente in alia F\ di 5^. Projettandola 
da / si ottiene una FJ in 5^. Fra i piani projettanti vi i il piano « 
tangente in , che incontra S^ in un piinto D. Le sezioni spaziali di 
F\ passanti per'JD sono le projezioni di quelle sezioni di Fl fatti co- 
gli 5g uscenti da oi , ed hanno perci6 tutte un punto doppio in D , 
cioi D h doppio per la F^ . Inoltre gli S^ determinati da ui e dai punti 
di F\ vicinissimi ad &* generano un cono iiC* il cuisostegno h » (n° 38): ' 
la projezione di questo cono da / e un' altro cono proprio K\ il cui 
V3nic2 i D, ed i generato dalle tangenti in D alia F\ , sicche D 4 punto 
doppio conico. Diremo dunque che : 

Una Fl di S^ e projettata da una sua tangente in una F""* di 
•^■-1 dotata di un punto doppio conico. (*) 



(*) E jQn$\ avvicnc snclie iu generate per una f" di S,,. 
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6t, Profittando di tale enuf^ciato possiamo dedurre dalla Fl urn 
FJ e una Fj dotate di un punto doppio conico , una FJ c una f ! 
dotate di uno o due punti doppi conici. Finalmente basandoci sulle 
considerazioni dei nj. 58, 59 e 60 possiamo costniire una Fl di 5^ con 
uno, due, tre o quattro punti doppi conici. Si trae anche facilmente 
dalle cose dette quali sieno i sistemi rappresentativi delle precedent! 
superficie. 

62. Si osservi che la projezione di una F^ di 5. da un sue punto 
doppio D i una F]["* in S^^ la quale a sua volta pu6 projettaisi so- 
pra una quadrica del nostro spazio. Sicchi le proprieta delle F\ di 
■S*. dotate di punto doppio, specialmente per quanto riguarda la deter- 
minazione delle curve passanti pel punto doppio, si possono tutte de- 
durre dalla geometria della quadrica. 



§ Xn. — Superficie del kostro spazio che si deducoko 

DALLE F" DI 5„. 

63. La projezione di una F" di 5, non rigata (3 < « < 9) da 
n — 3 centri comunque situati in 5. i una 4»][ di S^ , le scaoni di 
Fl passanti pei centri sono projettate nelle sezioni di ^', queste 
dunque sono del genere i. 

La proje^icme sul nostro spa:(to da centri arbitrari di una superfcit 
non rigata dtlVordinc n immersa nello spa:^io di n dimensioni e unasth 
perficic ddl' ordine n a sezioni piant dliitichej la qiudc possiede in gem- 
rale una curva doppia deW ordine -^ —. 

64. Si ottengono dunque rispettivamente : 

Dalla Fl di S^ la superficie del 4** ordine con conica doppb (su- 
perficie di Stein er) (*). 



(•) Cfr. S c g r e : itude des diffirenUs surfaces du ^ ordrt a cornqne dotibk on 
cuspidah (gMrale on dicomposk) considirUs comme des projections de ritUersection » 
dfux varUUs qmdratiquts de fespace a quatre dimensioHS (Matlu *Ahh, XXI V/ 
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Dalla F^ di 5^ la superficie del 5^ ordine con una curva doppia 
del 5° ordine (superficie di Caporali). (*) 

Dalla F^ di S^ una superficie del 6^ ordine con cur\*a doppia del 
9** ordine, 

Dalla F J di S^ una superficie del 7° ordine con curva doppia del 
14® ordine. 

Dalle Fl di 58 due specie di superficie dell'8^ ordine con curva dop- 
pia del 20** ordine, V unz'jcht possiede una retta, Taltra che n'i priva. 

Dalla Fl di S^ una superficie del 9° ordine con una curva dop- 
pia del 27** ordine. 

Tutte queste superficie possono egualmente dedursi dalla Fl di 
•S*^ (salvo la 4>J di 2* specie) ponendo alcuni dei centri di projezione su 
FIj come pure per « < 8 si possono dedurre analogamente dalla 
F\,diS,. 

65 . II sistema rappresentativo piano di queste superficie 4»" del no- 
stro spazio si deduce immediatamente da quello delle rispettive superficie 
obbiettive in 5., sottoponendo le curve del sistema a soddisfiire (ol- 
tre le condizioni a cui gii sono soggette, rappresentate da punti base) 
ad altre n — 3 condizioni lineari afiatto generali. Le superficie 4»" pos- 
seggono tante rette quante le rispettive Fl, costituenti una identica 
configurazione. La determinazione delle curve esistenti suUe 4»" come 
pure de' loro scambievoli rapporti di giacitura si pu6 fare immediata- 
mente, sia ricavandola dall'analoga determinazione suUa superficie ob- 
biettiva, sia dallo studio del sistema rappresentativo. Perci6 non insi- 
steremo su queste proprietii generali delle <l»^. 

66. Messa da parte la ^l di seconda specie, per le altre 4»" lo stu- 
dio del loro sistema rappresentativo fomisce i numeri seguenti : 

I coni circoscritti a 4^" sono dell'ordine 2n e del genere n + i^ 
La classe di una 4>!| h sempre « 12. 

Per un punto qualunque dello spazio passano 24 piani tangenti 
stazionari e 2n -(- 30 piani tangenti doppi di 4»". 



(*) Caporali: Sulla superficie del f ordine dotata di una curva doppia del 



y"" ordine ( jlnnaU di Matemaika, VII, }. 



1 



268 

La curva doppia di ** i deU'ordine -^^ — ,possiede x— 4(«— 3) 

punti cuspidali, / = ^ — — .^^~ -^^ punti tnpli, ed il suo gc- 

2 

La sviluppabile dei piani tangentt alia ^\ lungo i punti della curva 
doppia 6 della classe a — 2(fi — 2)(« — 3). 

La curva parabolica di una 4>" k deU'ordine \n e del genere 2n + 15. 

La sviluppabile dei piani tangenti stazionari h deU'ordine 6(« + 2), 
della 24"** classe , del genere 2n -{- i^ e possiede 2 (jo — n) piani 
tangent! inflessionali. 

Etcetera. 

67. Ne risullano i seguenti numeri caratteristici per le jF" di S,, 

II primo rango di una sezione spaziale em. Gli S^^ tangemi 
i quaU passano per uno 5^, costituiscono un cono tangente dcll'or- 
dinc 2 « c del genere n + i in generate, ma quando lo 5 sostegno 
del cono contiene uno o pii!i punti deUa supeHicie questi numeri si 
riducono di altrettante uniti. 

n primo rango deUa superficie, cioi il numero dei suoi 5^, tan- 
genti appartenenti ad un iascio qualunque, t sempre 12. 

Le corde di una qualunque sezione spaziale che si appoggiano ad 

c J 1 ^0^ — 3) 
uno S^^ del suo spazio sono -^ -'^ . 

J* 
Vi sono 4(n — 3) tangenti deUa superficie che si appoggiano ad 

1 r J (^ — 2)(« — 3)f« — 4) . . . . , 
un qualunque S^^^ , ed ^ — — 7-^^^ ^ pwni tnsecanti cw 

scgano un qualunque 5^.^ secondo una retta. Etc. 



§ Xin. — OgNI superficie RAPPRESENTABILE a SEZIOMI ELLITTICHE 
4 PROJEZIONE DI UNA F" IMMERSA IN 5„ . 

f 

68. Abbiasi nello spazio a k dimensioni una superficie rappresen- 
labile deU'ordine n le cui sezioni sieno del genere i ; il suo sistema 
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rappresentadvo si componga di curve C" piane dell'drdine m t del 
genere i, e sia k volte infinito. Possegga Inoltre i punti base P^ sin<* 
golari di qualsivoglia singolaritii. Sieno : 

£^ i'abbassamento proddtto nel genere di una C"* dalla presenza 
della singolaritji P^ . 

/i il numero delle intersezioni assorbite in P^ fra due C*. 

Q il numero delle condizioni alle quali dee soddis&re una C* 
per avere nel punto P^ la singolaritil P^, 

Si ha la relazione : (*) 

Ora sieno E, I, C i numeri analoghi ai precedent! per V insieme 
di tutte le singoIarit\ date P^. Avremo in generate 

dove f indica un numero intero, e quindi 

C + 9 = I - E. (2) 

Se oltre a quelle fomite dalla presenza dei detti punti base le curve 
del sistema dato debbono soddis&re ed altre condizioni lineari, allora to- 
gliendo quest'ultime si ottiene un altro sistema k + i volte infinito che rap- 
presenta ana superficie dell'ordine n nello spazio di Jir + ft dimensioni, 
a sezioni del genere i, la quale h projettata da punti del suo spa- 
zio nelb primitiva superficie data. Avremo quindi : 

i<«-i)(«-2)-E - I, T w(f«+ j)-C-* + 6, 



O ^r. Guccia : Sur me question eoncernant Us points singuliers des eourUs 
dfibfifnis pUmes (Qmft4t Rendus d$ fAcadlmic des Scimces^ t. QII, ottobre i8S6^. 

35 
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e da queste equazioni sommando le prime due e sottraendo la tcna 
si ha in winh delle (i) e (2). 

* + = « + ?. (3) 

Ma una superficie dellordine n a sezioni elUttiche t imroetsa al 
piii in uno spauo di n dimension!, dunque saxk f » o. Nc conchio- 
diamo intanto che : 

Tra i numeri caraiieristici ddk sutgolarUb di una curva piam di 
genere i aisle la rela:iJone: 



semprecbi essa possegga inoltre altneno 5 costanti arlnirarie. 

69. In s^uito a tale enunciate la (}) deve scriversi 

A + 6 = n, (4) 

b quale tenendo presente le cose dette innanzl ci dice che : 

Ogni superfidc rapprescnloHk a seiioni piant dlittichc e ddPordine 

n i immfrsa nello spa^io di n dimensioni , i proje^^ont di una sih 

perficie deWordint n immersa ndlo spa:(io di n dimensioni. 
Owero anche in virtA dei risultati che gik conosdamo : 
Ogni superficie rappresentabik a ses^ioni spa^iali elUtiicbe i proje^m 

della Fl non rigaia immersa in S^ deUa F\ di seconda specie immersa 

in 5g owero di atnbedue le predette superficie, 

70. Sicchi : 

Tutu k superficie rappresentabili a se:(ioni piant dliiticbe sono quelle 
enumerate al § XII loro casi particolaru 

71. Due sistemi rappresentativi di una medestma superficie di S^ 
daoQO luogo ad una corrispondenza Cremonianafr^ii punti d^i piani 
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del due sistemiy per la quale i due sistemi si trasformano V uno nel- 
Taltro. Se ne deduce che: (cfr. n* 34, 48) 

Tutti i sistemi k volte infiniti (k > 3) di curve plane del genere 
I si possono ridurre con trasformazioni Cremoniane ai seguenti tipt : 

i^ sistemi di cubiche piane con e senza punti base semplici. 

2^ sistema di quartichc piane con due punti base doppi (che in 
particolare stieno vicinissimi) c senza altri punti base. 

Napoti, 7 aprilc 1887. 



SU CERTI LUOGHI CHE S* INCONTRANO NELLO STOWO 



DI THE FORME GEOMETRICHE FONDAMEKTALI DX 2* SPECIE 



PROIETTIVAMENTE RIFERITE DUE A DUE 



Per A, Del Re, a Napoli. 



(Seduta del j giugno iSSy) 



In tina Nota inserita nei Rtndkonti deWAccademia ddk science ii 
Napoli (dicembre 1886) (*), iodimostrai che la forma geoinctrica g^ 
nerata da due sistcmi piani omografici e da una stella reciprocameote 
ad essi riferita, i una superficie del 5^ ordine, dotata di curva doppia 
del 5^ ordine, con un punto triplo al centro della stella. Ora poiclii 
si sa ancora (**) che la forma geometrica generata da tre steUe omo- 
graficamente riferite due a due h una superficie del 3° ordine^ intendo 
di completare la ricerca delle curve, superficie, sistemi di rette, che 
possono prodursi dalla combinazione di tre forme georoetriche fonda- 
mentali di 2* specie, proiettivamente riferite due a due, trattaodo dei 
casi seguenti, i quali, quando siano aggiunti ai loro duali, pare che 
siano i soli che restino ancora e6fettivanicnte a considerare. 

Mi limiter6 per ciascun caso alle generaliti^ , scendendo in qual- 
che particolare solamente ove questo si presenti da si. 11 lettore pert) 
vedri che moiti sottocasi se ne potrebbero trarre , ed in uoo studio 



(^ Nuova costruiione della superficie del 5^ ordine dotaia di ewrva dopfie M 5* 
ordine, lo presentai quesu Nota, pel conseguimento delU Laurea alia Facoiti di Na- 
poli, il 14 luglio 1886, insieme ad una Memoria (non aocora stampata) «SuIlesuperi]cic 
e curve polar! congiunte ris petto ad un connesso e coinddenza di piani e rette t 
ad una superHcie algebrica fondamentale ». 

(**) Cremona: lUmoire sur les surfaces du troisitm Ordre {Journal M 'Od- 
fei 68^; Reye: Qiomtiri^ 4e fosiUm, t. II, 



k 



sistematico AAV argomento la loro trattaziooe riescirebbe certamente 

indispensabile. 

Mi occuperd dunque delle forme geometriche generate : 

1° da due sisUnii piani omografici insieme ad una sldla omogri^ca 

ad enirambu 

2^ da una stdla omografica ad un sisUma piano insieme a queste e 

ad un altro sistema piano recipraco ad entrambi. 

3^ da due sieUe omograjiehc fra loro insieme ad un'altra reciproca 

« 

ad mtrambe. 

SI- 

CaSO D1 due SISTEMI piani E una STELLA OMOGRAFICI DUE A DUE. 

1. Siano («), (9') e (5) i due sistemi piani e la slella. Se si uni- 
scono i punti corrispondenti di («), (g') si otdene un sistema di rette 
del 3^ ordine e i* classe n^ il quale si trova per la sua genesi stessa 
riferito proienivameote alU stella (5). Si puo dunque cercare sia il luogo 
dei punti in cui s' incontrano un raggio di n ed il corrispondente rag* 
gio di (5)y sia Tinviluppo dei piani di queste coppie di raggi. 

Faremo Tuna e Taltra di queste due ricerche. 

2. La prima conduce evidentemente a una curva f , il cui ordine 
possiamo trovarlo nclla maniera seguente. Sia '^ un piano qualunque 
ed M uno qualunque dei suoi punti; al raggio MS della steUa (S) cor- 
risponde in o un raggio che seca 17 in un punto Af , il quale cade 
in M quando Mi punto di f . Viceversa, dato AT^ si hanno tre punti 
M godenti della stessa proprieti, perchi per M' passano tre raggi del 
sistema n- Itioltre se M descrive in ir una retta r, siccome i raggi di 
n, corrispondenti ai raggi del fascio Sr generano > un iperboloide , il 
punto M! descriveri una conica. Sicch^ i punti comuni a ir e 9 sono 
i puati uniti di una corrispondenza (i, 3) in cui se un punto descrive 
una retta il punto corrispondente descrive una conica, ed in cui non 
vi sono evidenteniente curve di coincidenza; tali punti sono perci6 (*) 



C) Zeuthen: ExUrUion du ikkrhme sur U principe de cornspondanci (Com* 
pUs Rmdus di TAcad. da Sciencis, 1874); C 1 e b s c h-L i o d e ro a n n : l^cns sur h 
OomHrUf t IL pag. 109, 
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in Dumero di i + ; + ^ *» ^ ; cio6 la curva ^ e dd sisf wiiu, 

3. Per tal curva il punio S i triple. Di vcro, i trc raggi di u- 
scenti da S sono tagliati in questo stesso punto dai raggi corn^xm- 
denti di 5. Ma questo £itto pu6 esser confermato dal ra^onamento 
seguente il quale ci fomis:e pure qualche altro risultato. II piano r, 
di cui si tratta nel n^ 2, sia condotto per S, allora la cmrispooden* 
ra ( i^ 3 ) die nasce su esso diviene singolare , ed accade che ad 
ogni punto P di un raggio di (5) situato in v conisponde sempre 
un medesimo punto F, mentre che ad ogni punto P' di ir corrispon- 
dono sempre i tre medesimi punti raccolti in 5. Ora se noi conside- 
riamo i punti P corrispondenti di tutti i punti P, troveremo che essi 
sono situati sulla conica (ir), intersezione di 1: con Tipeitoloide delle 
rette di n corrispondenti delle rette del £iscio 5i7, e generano uiu 
punteggiata proiettiva a questo fascio. Sicche , fiiori di S, awiene tre 
volte (*) che il punto F cade sul punto P, e poichi 5 i un punto 
unitO) ne concludiamo che esso & punto unito triplo : cio che prova 
Tasserto. 

4. n ragionamento che precede ci db, un mezzo semplice percostruire 
i punti della curva situati sopra un piano 1? condotto per 5: quando 
avviene che quest! tre punti cadono in linea retta? Evidentemente 
perchi ci6 avvenga i nccessario e basta che la conica (v) si decom- 
ponga in due rette; ma queste rette non possono essere distinte senza 
che I'una di esse (quella su cui sono situati i tre punti) £iccia parte 
della curva; dunque (t:) si decompone in due rette coincident], e quiodi 
r iperboloide corrispondente si riduce ad una conica col sue piano 
contato due volte. Abbiamo dunque che un piano ir condoUo per S 
seca la curva in tre punti per diritto, fnori di 5, se i raggi di n corri- 
spondtnti dei raggi del fascio Sic toccano una medesima conica. 



(*) Si sa, in (aHi, die quando una punteggiata del 2^ ordine ed un fascio di 1° 
ordine sono proiettivi awiene in gcnerale tre volte che un raggio del Eascio pas» 
p«l punto corri^adente della punteggiata (Veggasi, p.e^ Reye, GiomHtmbfo^" 
Uon^ t. 1). 
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5* Bsistono Delia Stella (5) una infiniti di piani i quali soddlsfaano 
alia condtzione enunciata nel teorema che precede. Questi piani gene- 
rano ua fascio di 2^ ordine (/) ed hanno per corrispondenti i piani 
del £iscio di 3** ordine (F), generate dai sistemi (<j), (a*); vale a dire 
i piani singolari del sistema o- Questi due fasci sono riferiti projetti- 
vamente e generano con le intersezioni delle coppie di piani corrispon- 
denti una superficie rigata del 5^ ordine T^ (come si pu6 facilmente 
assicurarsene col principio di corrispondenza di C li a s I e s , secando la su- 
perficie con una retta), la quale ha in 5 un punto triplo^ e per la 
quale f i doppia. Noi abbiamo dunque che la curva f ha una infi- 
nita di rette trisecanti : queste rette generano una superficie rigata del 5^ 
ordine con un punto triplo al punto triplo delta curva , e per la quale 
la curva e doppia. 

6. Si possono £ire diversi casi particolari interessant particolariz- 
zando convenientemente la relazione projettiva ira i sistemi (a), (9') e 
la Stella (5). Fra i principal! abbiamo i seguenti : 

a. I sistemi (a), (<r') abbiano un punto unito E i ^bbia alcuna posizione 

b. » » ]• » due punti uniti £, F \ P^^f !«« P^f "PPor- 

'^ ' ; to ad essi. 



2 o. 



"« M, / *) uno dei suoi piani 



.S « « contenga le rette corri- 

o. I sistemi (ff),[(<j') sieno nel caso generale i .a | -S \ spondcnti di (<t), (o*). 

f ^'S *2 I W ^^^ ^** ^"®i P**°i 
d. » »»»»» a ^"^S.**; contengano le rette cor- 

;2 « Jrispondenti di(ff),(<x'). 
®- »»»»»» b ) §gS [ y)tredcisuoipianicon. 

^ !5 i. I tengano le rette corri- 
1 i. S \ spondenti di (a), (c'). 

Facciamo I'esame di questi casi particolari. 

Caso d. In questo caso la corrispondenza (i, 3) di cui si paria 
al n^ 2 diviene (i^ 2) pur rimanendo la particolarita che quando un 
punto descrive una retta il punto corrispondente descrive una conica, 
perch^, eccezion £itta della stella (F), il sistema n riducesi ad un si- 
stema del 2° ordine. Si avri dunque che la curva f si riduce a sua 
Yolta ad una cura f , del 5" ordine con un punto doppio in ^ ed all^ 



tetta e di (5) corrispondente del panto K Se escludiamo qucsta retta 
si vede cbe, chiamando r Tasse del £iscio di piani e K il cono m cm 
si spezza il fascio (F) nel caso generale (a^ 5) [vale a dire la rem 
a cui si appoggiano i raggi di n ed il cono a cui sono tangend Q] 
il teorema dd n^ 4 I solamente applicabiU at piani di (r) e mn ai piam 
di (IQ. Di vero, i roggi di q che cadono in un piano di (r) sono tao- 
genti ad una stessa conica, perchi le due punteggiate proiettive corri- 
spondenti di (a), (o') i cui sostegni sono congiunti da tal piano noo 
sono prospettive, non secandosi questi sostegni in E. I raggi di fl iiv- 
vece che cadono in un piano di (K) formano un fasdo unifonne di 
rette, perchi le due punteggiate corrispondenti di (a), (9') i cui so- 
stegni sono congiunti da tal piano sono prospettive avendo in £ un 
punto unito. Dunque noi possiamo subito dire che U luogo ditte rdte 
trisecanti la ctirva f , h la quadrica T* secando cui i piani del Jasdo 
(r) tagliano i piani corrispondenti del fascio (r') di (5) (r* essendo il 
raggio corrispondente ai punti ra, ra*), mentre cht la superfide gohk 
del 3® grado T^ secondo le cui generatrici i piani del fascio (IT) ta^ 
no i piani corrispondenti del fascio (e) h luogo di semplici bisecanH ddk 
curva. La curva f , pu6 essere anche considerata come pandak mter- 
sezione della superficie T* colla superHcie T', ed essere ulterionuenta 
studiata sotto questo punto di vista. (**) 



O Vedi R e y e : Ghmiirie d$ "Position , t. 11. 

(**) Alcune delle conseguenze che risultaao subito dal considerare U carri 
precisameote sotto ul punto di vista sono le seguentl : x^ Le generatrici di P ^^ 
stesso sistetna al quale appartengono r, r' tagliano due volte solamente la cunrt. 
Di vero, la retta s, interseilonc ulteriore dellc superficie 7^ , P i quella secondo la quiIeU 
piano i^rycomune ai fasci (r), [K) taglia il piano corrispondente er^^ comune ai (ksct (r), 
{$)\ dunque x^retutrisecante della curvi ^ • Perci6 ogni direttrice di T^doveodoio- 
contrare T^ in tre punti ed incontrando s^ incomreri necessariamente a indue soli 
punti. 2^ Se si projetu a da un punto P di 7^ si ottiene un cono del 5^ ordine O 
pel quale la generatrice e la direttrice di P che vi passano sono rispettivameoK 
delle generatrici triple e doppie, e nel medesimo tempo PS ^ un'altra generatnce 
doppia. Dunque C^ k del genere 1 , e percib del gentre uno h aacbe m . Dallaco* 
noscenza del genere si deduce per via delle formole PlQcker-Cayley (Quarttrij 
Journal u XI» pag. 18$; Lemons sur la Ghmitriidl Clebsch-Lindemtnn t. ^ 
pa^. 6$) che P ^ di dasse dieci^ «he per U 9ua generatrice tripta passano <fmn 
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Caso b. In questo caso la corrispondenza;(i, 3), di cul ai a^ 2, 
diviene (1,1) pur restando b particolariti che ad una retta corrisponde 
una conica, perchi n si decompone nelle stelle (£*), (F) ed in una con- 
gruenza lineare n^, le cui direttrici r^y r, passano rispettivamente pei 
punti Ey F. La curva 9 si decompone allora nelle due rette e, / di (5) 
conispondenti dei punti F, F ed in una curva 9, del quart'ordine per 
la quale S 6 punto semplice. Questa curva non ha rette trisecanti 
perch6 essendosi il fascio (F) ridotto nel caso attuale ai tre £isci uni- 
formi di piani, i cui assi sono le rette r , » r^, a (/, non vi sono piani 
che contengano raggi corrispondenti a* raggi di (5) e formanti un &- 
scio del 2^ ordine. La curva 9, e percib una quartka gohba di i* spt- 
etc, ed essa trovasi effcttivamenU alia inUrsa^wnt ddle due quadriche gt- 
neraie dalle interse^^i delle coppte di piani corrispondenti (rj, (e); (r J, (/). 

Caso c, a). In questo caso dicendo a il piano che contiene le 
rette che gli corrispohdono in (ff), (<j') si ha che il luogo o i Vinsieme 
di una curva gobba del 3'' ordine che passa per Sy e di una curva plana 
del 'f ordine contenuta in a, la quale ha un nodo in S. Li superficie 
T^ riducesi poi al piano a e ad una superficie rigata del 4° ordine per 
cui la cubica gobba generata h doppia. 

Caso o, P). In questo caso, dicendo a, p i due piani di (5) che 
contengono le coppie di rette corrispondenti di (c), (d') si ha che il 
luogo f si decompone nella retta ol% in due coniche rispettiuanteute si- 
tuate nei piani a, p ed in una retta fuori di quesH due piani. La super- 
ficie r^ riducesi ai due piani a, p e ad una superficie rigata del terzo 
ordine per la quale Tultiaia retta mcntovata ^ la direttrice doppia. 

Caso o, y). In questo caso, dicendo «, P, y i tre piani che con- 



piani tangent! e che per ogni geoeratrice semplice ve ne passano sei. Queste pro* 
prieU si traducono allora in proprietii della curva a ; e si ha : 

I® Fra le generatrici di T* trisecanti di m ve ne sono sei che le sono tangenti, 

2^ Fra le genefotrici di T^ hisecanti di a ve ne sono quattro che le sono tangenti. 

^^ Pel punto doppio di m passano sei tangenti a questa curva. 

4^ Per un punto qtuilunque dello spa^i passano quattro corde della cttrva oltre 
alia retta che unisce il punto al punto doppio di questa. 

5^ La superficie sviluppahiky osculatrice alia curvoy t del 20° ordine e della 15* 
cksfey etc, 

36 
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tengono le tre coppie di rette corrispondenti di (a) , (<t'), la curva 9 
si duampont nelle tre retU Py^ 70, a^ ed in tre altre rette rispettivamente 
situate in a, ^, y. 

Casi d, ol\ ^), y). Per questi tre casi^ &cendo sui piani a, 6, 7 
le stesse ipotesi che nei casi c* si hanno subico i resultati seguenti: 

i^ Se il piano a & ua piano del fascio (y) (n^ 6 , caso a) h 
curva 9, si decompone in una curva piana del terz'ordine con an punto 
doppio in S, situata in a, ed in una conica che non passa per 5 , il 
cut piano h il piano di prospettiva dei £isci (y), (y') i quali hanno a 
per piano corrispondence comune. Se a £ invece un piano di (iQ, % 
si decompone in una conica di questo piano passante per S ed in una 
curva gobba del terz'ordine che passa pure per questo punto. 

2^ Se i piani a, ^ sono entrambi piani del fascio Qf), f, si de- 
compone nella retta a^^r ed in due coniche situate Tuna in a, Tal- 
t'ra in p. Se «, P sono invece entrambi piani del &scio (Xj, 9, si de- 
compone in due coniche di questi piani entrambe passanti per 5 ed 
in una retta fuori di quei piani. Se a^ p sono infine V uno z piano 
del fascio (y) , V altro p piano del fascio (if), <f^ si decompone nelk 
retta a p, in un'altra retta del piano p ed in una conica del piano a. 

3^ I piani a, P, y non possono tutti e tre appartenere ni al £1- 
scio (y) ni al fascio {K). Quando appartengono due aU'uno, due al- 
I'altro si vede subito quale decomposizione avvicne per la curva o^. 

Casi e, a), P), y). Anche questi casi si trattono assai facilmeote 
coU'ajuto di considerazioni analoghe a quelle che precedono. 

7. Passiamo ora alia seconda delle ricerche che ci siamo propo- 
sti al principio di questo paragrafo, e diciamo 'F Tinviluppo di cui 4 
parola. Esso h un cono di centro 5, e la sua classe si determina nella 
maniera seguente. Per una retta arbitraria y, condotta per S, si tin un 
piano arbitrario tr : in questo piano vi sari, in generale, un solo rag- 
gio p di n, al quale corrisponderi in (5) un raggio, che diciamo p'- 
Consideriamo p' come corrispondente di tt si avri fra w e ^' una cor- 
rispondenza tale che quando (ic) genera il fascio (y), p' genera un cono 
di 2^ ordine, proiettivo a questo fascio. Dunque awcrri tre volte che 
un piano r contiene il raggio corrispondente />'; e perci6 il cono f i 
delta ter^a classe. Questo cono non ba in generale piani tangenti doppi| 



i 
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dunque esso h del sest'ordine. Inoltre esso i tangmU ai tre piani del fa- 
scio (F) ch passano per S. 

£ facile di vedere quali deconiposuiom hanno luogo per qucsto 
cono nei casi trattati al n^. 6. 



Sn. 

CaSO d'uNA STELLA OMOGRAFICA AD UN SISTEMA'PIANO E RECIPROCA AD 
UN ALTRO. Un CERTO SISTEMA DI RETTE DEL 2^ ORDINE E DELLA S* 
CLASSE. 

8. Sia (5) la Stella 4^ta e (a), (o'j i due sistemi piani. Sia (5) 
omografica a (9) e reciproca a (a'}. Se chiatniamo tn o t:, M o p^ wl 
o i", rispettivamente un raggio o piano di {S), il punto o la retta 
corrispondente di (c), ed il raggio o il punto corrispondente di (9') , 
possiamo cercare sia il luogo dei punti d'incontro dei raggi m coi piani 
Mm\ sia il luogo delle rctte secondo cui i piani tt secano i piani 
p\ P. Li prima di questc ricerchc conduce ad una superficie, la seconda 
ad un sistema di rctte: cercheremo I'ordinc dell' una , Tordinc e la 
classe deiraltra. 

9. Ncl 1° caso diciamo il la superficie di cui si tratta. Evidente** 
mente essa pu6 esserc ottenuta come luogo dei punti d'incontro dei piani 
tangenti ad una superficie del 2° ordine coi raggi di una Stella proiet- 
tivamente riferiti a quel piani, perch^ h prccisamente una superficie del 
2" ordine 2 V inviluppo dei piani Mm'. Dunflue, avendo riguardo a que- 
sta osservazione ed usando del principio di corrispondenza di Cliasles 
si viene alia conclusione che [a e una superficie del 3'' ordine la quale 
ha in S un punto doppio (*). 



(*) L' csistCDza di questa superficie del }° ordine ed jnche dei sistemi di reite 
c iiT di cui si paria in questo paragnfo e nel segucntc, pare che sia in contraddi- 
zione con quanto asserivo in pit della pagina 2 della nria Nott citata. Fo pero os- 
scrvare che co$\ npd t, perch6 ivi io parlo del caso in cui fra te tre forme geo- 



i8o 

10. Nel secondo caso diciamo e il sistema di rette di cui si tratta, 
e consideriamo un punto qualunque P dello spazio. A tutti i pbni 
del £iscio PS corrispondono i piani tangenti di un cono del 2^ or- 
dine il cui vertic^ & quel punto di (a*) che corrisponde al raggio PS 
di (5); e perci6 per P passano due piani i quali veogono tagliad dai 
loro corrispondenti secondo rette che passano per P; vale a dire che 
il sistma e ^ dd secondo ordine. Per determiname ora la classe dicia- 
mo 17 un piano qualunque dello spazio e p una qualunque delle sue 
rette. Se si unisce p ad 5, al piano Sp corrisponderd un piano tan- 
gente di s (n° 9) il quale secheri t: secondo una retta p\ che io ge- 
nerale non cade su ^, ma se vi cadesse sarebbe una retta di e situata 
nel piano tc. Viceversa , data in ic una retta p^ , se si conducono per 
essa i due piani tangenti a 2j e di questi piani si trovano i corrispon- 
denti in (5), nelle intersezioni di questi ultimi con ic si ottengooo 
due rette p. Le rette pep' formano dunque su x una corrispondenza 
(i, 2), e poichi assai facilmente si vede che se p descrive un &scio 
di 1° ordine, p' ne descrive uno di 2°, e che non vi sono curve di 
coincidenza. applicando il principio di Zeuthen, citato nel n^ 2, noi 
abbiamo che ule corrispondenza ha 

I + 2 + 2 «- 5 

rette unite; vale a dire che il sisUma e c delta quinta classe. 

Dalla generazione stessa di si vede che S h un stw punto sin- 
golare, e che tutti i raggi di uscenti da $ formano un cono dd 4" or- 
dine C\ Questo cono i il luogo delle intersezioni delle coppie di piani 
corrispondenti dei due fasci projettivi di 2" ordine, I'uno formato dai piani 
tangenti a 2^ Taltro dai piani corrispondenti a questi in (5). Esso ha 
perci6 tre generatrici doppie; e quesfe generalrici sono i soli raggi doppi 
del sistema b, come si deduce dalla teoria generale dei sistemi di rette 



metriche date ve ne siano due omonime omografiche, e la fomu che ne deve oa- 
sccre non sia composta che di punti o di piani. Un'aggiunta che ci6 avvcrtiva venoe 
per isbaglio saltJta nella stampa di quella Nota , ed io ebbi cura d' aggiuDgerli ^ 
spressamente in tuttc le copic che rinjasero presso di mc , quando mi fed di ci6 
awertito. 
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del 2^ ordine subilita da Kummer(*) e come d'altronde si vede di« 
rettamente. 

n sistema 8 in casi speciali , pur restnndo del 2^ ordine^ pu6 ri- 
dursi ad un sistema di 4* , 3* , 2* classe, e questi casi si presentano 
quando i due £isci di piani che generano C^ hanno rispettivamente 
uno due o tre piani doppi; vale a dire quando nei sistemi (a), (o') vi 
sono uno , due o tre coppie . di elemcnti corrispondenti che cadono 
nei piani corrispondenti di (5) (**). 



Sni. 

Caso di due stelle omografiche fra lord e REapROCHE AD un'altra. 
Un certo sistema di rette del 3^ ordine e della 4^ cxasse. 

II. Siano (5), (5') le due stelle omografiche ed (y) la Stella a 
cui sono reciprOche. Se si chiamano a, at' due piani corrispondenti 
in (5), (5') o n, a' due rette corrispondenti, ed a!' o ot^' la retta o 
il piano corrispondenti in (S")^ si pu6 proporsi qucsta doppia ricerca : 

i.° Cercare il luogo dei punti comuni ai piani a, a!, ed al raggio a". 

2° Cercare il luogo delle rette comuni ai punti a a*', d ai\ 

Avremo cosi una curva che direnio T ed un sistema di rette che 
diremo K. 



(*) K u m m e r ha diinostrjto [IJ^tr die algebraiscben StrahhnsysUme^ in* s Bt" 
smiere uber ersUn und iweiUn Ordnung) che ogni sistema di rette del 3° ordine e 

dclla cbsse m ha • ~ ^ ^yH^M raggi doppi. Poichfc dcI caso attuale si ha 

«=)» *^^i :; = 3 I e percib i soli tre raggi nomiDati sono raggi 

doppi di e. 

(**) II sistema correlativo del sistema 8 k quello che si ottiene unendo i punti 
di una quadrica alle loro immagini in una certa rappresentizione della superficie 
sopra un piano. Sotto questo punto di vista lo studio di esso pu6 ritenersi conte- 
nuto in quello dei sistemi piii generali di cui si occup6 il Cap oral i nella %\xt 
DOU: Sopra alcuni sistemi di rette {Rend. Ace, Napolif 1879). 
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12. La curva T I una qmrtica gobba <ii i* specie. Di vero, di- 
cendo s la quadrica generata dal punto a. a!\ e 2' quella gencrata dal 
puQto a'. a!\ quando i due piani a, a' ed il raggio a" s'incootreraano 
in uno stesso punto sar^ a. a" ^ a', a''; vale a dire sari quel punto 
un punto tanto di : che di 2'; e viceversa. Dunque J i la comune 
sezione di queste due superficie. T ha inoltre cinque punti in comune 
coUa curva gobba del terz'ordine /, luogo dei punti singolari del siste- 
H)a di raggi (del i® ordine 63* classe) generato da (5) ed {Sy, pot- 
ch&, detto M uno dei punti in cui / seca s, Af £ pure punto ^it t 
quindi di T. Ma 5, 5' sono pure punti di / e z, di ^ e s' senza es- 
sere punti di T, dunque ecc. Questi cinque punti sono^ come vedremOi 
punti singolari del sisiema K, 

13. Passiamo a determinare Tordine e la classe di questo sistenu 
di raggi. 

Detto M un punto qualunque dello spazio, poniamo S'M^m, 
e di questo raggio diciamo (Xy [ji' i piani corrispondeilti in (5) , (5^ I. 
Diciamo inoltre (|a), (|a') le coniche secondo cui pi, j*' secano 1, i 
e proiettiamole dal punto M : avremo due coni del secondo gndo, i 
quali si secheranno secondo tn e secondo tre altre generatrici m,, m,. 
m^. Dico che queste sono i soli raggi di K che passatio per M. Di 
vero, chiamiamo M,, Af | , p. e., i punti w, [x, w, (*'. Al piano ww, di 
(5") corrisponderi in (S) il raggio 5Af, ed in (5') il raggio SM\] 
dunque la retta M^ M[^m^ sari un raggio di K. Viceversa se w' e 
un raggio di K che passa per Af, al piano tn ni di (5") corrisponde- 
ranno in (5), (5') due raggi dei piani (a, (a', 1 quali secheranno mni 
in due punti rispettivamente situati nelle coniche ([a), ((a') : in conse- 
guenza tti 6 una delle rette w,, w^, m,. La retta m fa eccezione a 
questo ragionamcnto , perchi le rette S.m^, S\m^^ in generalc non 
sono corrispondenti in (5), (5'). Da cio deduciamo che iX sisiema K 
e del ter:Cordine. 

Sia ora (i. un piano qualunque; esso secheri (5'') c (5), (5") e 
(5*) secondo due coppie di sistemi reciproci. Cercando le coniche in- 
viluppo delle rette che contengono i punti corrispondenti, le tangenti 
comuni a queste due coniche saranno evidentemcnte rette di K si* 
tuate nel piano (ju 
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Ne condudiamo perci6 che K i dclla quatta classe. 

14. Cerchiamo ora qualche partlcolariti del sistema K , che ri- 
sulti subito dalla sua definizione, e coniinciamo dal supporre che nel 
ragionamento fatto al principio del n° precedente si abbia M^5^'. 
Allora ip coniche (ja), ((x') saranno due qualunque di quelle che si ot- 
tengono dal secare 2, 2' rispettivamente con due piani }a, (a' corrispon- * 
denti in (5), (y); e perci6 per 5" passano infioiti raggi di K. Si pu6 
ora subito mostrare che 1 raggi di K uscenti da 5" generano un cono 
del 'f ordine. Di vero , dalla definizione di K risulta che un piano 
qualunque condotto per 5", in generale, contiene un sol raggio di K, 
fuori di 5^'. Dunque in quel piano dovendo essercene quattro ve ne 
saranno tre che passano per 5". 

Se invece supponiamo che M coincida con uno dei punti 5 , 5', 
delle due coniche ((it), (,a') Tuna si ridurrfi a questo punto stesso I'al- 
tra sari nel piano [* o K*^ corrispondente in 5 o 5' del raggio 5" S' 
5" 5 di (5"). Dunque anche pei punti 5, S passano infiniti raggi 
del sistema K; ed e^si generano intomo a ciascuno di qiusti punti un 
cono del 2° ordine^ come £icilmente deducesi dal ragionamento istesso 
che abbiamo citato. 

Se supponiamo ancora che M sia uno dei punti comuni alle curve 
ty Ty allora tutti i raggi uscenti da esso punto e contenuti nel piano 
di (5") corrispondente dei raggi SM, Sf M di (5), (5^) saranno evi- 
dentemente raggi di K\ e se supponiamo infine che M coincida con 
uno dei punti in cui i piani tangenti a 2, 2' condotti rispettivamente 
per 5" 5, 5" 5' vengono incontrati dai raggi corrispondenti di {S) , 
(5) anche i raggi uscenti da quel punto e giacenti nel piano corri- 
spondente sono raggi di K. Si pu6 perci6 dire che nel sistema K vi 
sonOy ollre ai punti singolari 5, S', 5", altri nove punti singolari, centri 
di fasci di retle del sistema, i cui piani passano tntli per 5", e dei quali 
due passano ancora per 5, e due per 5'. 

Kapoli, febbraio 1887. 



ALCUNE PROPRIETA GEOMETRICHE 



CHE POTREBBERO ESSERE UTILI 



NELLA TEORICA DEI SISTEMI DI RAGGI LUMINOSI. 



Pel dott. A. Del R e , a Napoli. 



(Seduki del 79 giugno i88y) 



X. Sia 5 un centro luminoso (^) qualunque ma dato, e ir un piano 
preso ad arbitrio nello spazio : i raggi di Sy incidendo su ir, si rifletteranno 
secondo la nota legge deiruguaglianza fra I'angolo d'incidenza e V angolo 
di rifiessione, e dopo la riflessione concorreranno parci6 nel punto 5. , 
simmetrico di S rispetto a w. Diremo corrispondenti iin piano 1: cd 
una retta p quando ^ 6 il raggio riflesso di un raggio di 5, rispetto 
a ir; o, in altri termini » quando p passa pel punto 5^ . Ad ogni piano 
Tc dello spazio corrispondono in tal modo le rette di una Stella col 
centro nel punto simmetrico del punto luminoso rispetto al piano; ed 
ogni retta p h z sua volta la corrispondente di infiniti piani. Quesci 
piani passano pei punti medii delle congiungenti il punto S ai punti 
di ^y e sono perpendicolari a queste congiungenti. Essi fbnnano quindi 
un cilindro parabolico, di cui la direzione delle generatrici h perpendi- 
colare al piano 5^; vale a dire che la corrispondens^a stabUUa I ukAt 
ad ogni piano corrispondt una sUlla di retUy e ad ogni retta corrispwde 
un cilindro parabolico di piani. 

In questa corrispondenza vi sono degli dementi eccezionali. Essi 
sono : i"" le retu della Stella (5); 2** // piano air infiniio e le mr^- 



(*) Qui si parla di centro e curva lumiaosa (q° 2) perchfr, come h stato decto 
nel titolo, 1' argomento potrebbe forse avere una qualche applicazione nell' Ottici, 
ma 9 lettore vede subito che trattasi di una quistione puraroente geometrica. 
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Di vero se noi consideriamo un piano ir che passa per S, qualun- 
que sia questo piano t: la sua Stella di raggi corrispondenti sar^ sem- 
pre la Stella (5); sicclii, viceversa, ad una retta qualunque di (5) cor- 
rispondono tutti i piani che passano per questo punto, ed anche infi- 
niti altri , cioi quelli perpendicolari alia retta. Se poi ccnsideriamo U 
piano all'infinito, qualunque retta dello spazio pu6 cvidentemente con- 
siderarsi come raggio riflesso di un raggio di (5) rispetto a quel piano, 
sicch^ al piano all' infinito corrispondono tutte le rette dello spazio ; 
cosa che del resto era da attendersela , perchi , viceversa, fra i piani 
corrispondenti alle diverse rette dello spazio abbiamo trovato esservi il 
piano all'infinito. 

Se consideriamo infine una retta qualunque di questo piano essa 
puo considerarsi come raggio riflesso di un raggio qualunque di 5, 
che le si appoggi, rispetto ad un piano qualunque perpendicolare alia 
giacitura della retta e parallelo a quel raggio. Quindi ad una retta qua- 
lunque del piano alPinfinito corrispondono i piani della Stella il cut centro 
^ il polo di quella retta rispetto al cerchio assoluto. 

2. Sia ora s una curva luminosa, c facciamo le stesse considera- 
zioni che abbiamo sviluppate nel n.^ precedente. Ad un piano qualun* 
que t: corrisponder^ allora un complesso di raggi riflessi, e questi sono 
i raggi che si appoggiano alia curva Sj. , simmctrica di Sy rispetto a i?. 
Un tal complesso risulta completamcnte definito quando & deiinita la 
Sy ed & algebrico se algebrica h s. Ad una retta qualunque /^ corrisponder^ 
una superiicie inviluppo dei piani tangenti agl' infiniti cilindri parabolici 
che, come nel n»° i, si hanno in corrispondenza dei punti di s. Tale su- 
perficie i pure algebrica se algebrica 6 s. Al piano all' iniinito cor- 
rispondono pure, come nel n"*. i, tutte le rette dello spazio; ad una 
retta di esso i piani della stella che ha il centro nel polo della retta 
rispetto al cerchio assoluto ; e ad una retta che si appoggia alia s , fra 
gli altri piani anche quelli che passano pel punto di appoggio. 

Determiniamo, allorch^ s i algebrica e di ordine i/i, la classe della 
superiicie corrispondente ad una retta py giacch^ il grado del complesso 
corrispondenU ad un piano lu e evidentemente m, tutti 1 coni di questo 
complesso essendo quelli circoscritti alia curva j„ . Per fare ci6 basteri 
vedere quanti piani tangenti alia superiicie passano, p. e.,per una retta r 

37 
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di ditezione perpendicolare z p. ^ evidente che y tirando un fnano 9 
perpendicolare a r, siccoaie questo seca s in m punti, qu« piani sa- 
ranno i piani tangenti agli m cilindri parabolic! che corrispondono (n.'' i) 
a quesd punti; epper6 essi saranno in numero di 2m \ vale a dire la 
classe ddla superftcic corrUpondenU ad una retta qualunque p c im. 

Se p ^ una i-secante della curva x, la classe di tale superficie si 
abbassa di 1 uniti : in allora sono piani corrispondenti a p anche i 
piani delle i stelle che hanno i centri nei punti di appoggio. 

3. Premesse queste considerazioni generali, veniamo alia soluzione 

dei due s^^uenti problemi : 

1*^. Un punlo luminoso S illumina una superficie algtbrka S\ dtl- 

Vardint n^ in modo che ogni raggio di S illumina tutii i punti in cui la 

sua direiione incontra 5", e vi si riflette : trovare Vordine del sistema fl 

di tutti i raggi riflessi. 

2^. Una curva algebrica luminosa j, d^ordine m, illumina una su- 
perficie algebrica 5", d'ordine n, nelle sUsse condi^^ioni del probknui pre- 

cedenie : trovare il grado del complesso C dei raggi riflessi. 

La ricerca dell' ordine di ft e del grado di C , richiesti in quest! 
due problemi , si riduce alia soluzione di quest* altro problema : Ctr- 
care il luogo di tin punto y tale che unendo questo punto ad un punto 
fisso X , il piano polare di y , rispeito ad 5", sia ffa i piani corrispon- 
denti (n/ I e 2) alia retta xy. Di vero , ogni punto comune a que- 
sto luogo e ad 5" & tale che , congiunto ad x , dzrh. nella coDgiun- 
gente una retta corrispondente al piano tangente a 5^" in esso punto; 
e viceversa. Determiniamo dunque I'ordine di tal luogo sia nel case del 
problema i* che in quello del problema 2". Nel caso i"* h evidcn- 
temente una curva , e noi la diremo 9, nel 2** e una superficie c la 
diremo (j/. 

Ordine di 9. Sia 1: un piano qualunque , ed Af un sue punto 
pure qualunque : si di Af cerchiamo il piano polare (a, rispetto a S\ 
questo non sar^ in generale, fra i piani tangenti del cilindro corrispon- 
dente (n.^ i) a jcM; epper6, cercando di esso piano i ra^i corrispon- 
denti, fra questi ve ne sari uno che passeri per Xy e che segheri s 
in un punto M' , distinto da M. Ad ogni punto Af corrisponderSl cosi 
un punto Af , ed i chiaro che se Af coincidqsse con M sarebbe Af 
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un punto di o, situato in r. Viceversa, un punto N di tt si consideri 
come punto AT e si cerchino quanti punti M gli corrispondono. Al 
raggto xN, considerato come raggio riflesso, corrispondono (n.° i) i 
piani tangenti di un cilindro parabolico , ed a questi , rispetto a 5", 
una curva, luogo dei loro poli, delPordine 2(n — i)* (*); sicch^ avendo 
questa curva 2(n — i)* punti comuni col piano ir, vi saranno 2 (« — i)* 
punti corrispondenti ad N. Ora immaginiamo che M descriva in v 
una retta r, allora il piano (i invilupperil una sviluppabile di classy 
« — I (**), ed ai piani di questa corrisponderanno i raggi di un com- 
plesso di grado 2(n — i), come ^ iacile assicurarsi, osservando essere 
di 2"* grado il complesso dei raggi corrispondenti ai piani di un fa* 
scio (*^. Perci6 il cono di tal complesso col vertice in x^ seghera w 
in una curva dell'ordine 2(n — i), corrispondente della retta r; ed a 
noi non rimane che a cercare il luogo degli elementi uniti di una cor- 
rispondenza [i, 2(n — i)^] in cui ad una retta corrisponde una curva 
deU'ordine 2(n — 1), e nella quale non vi sono evidentemente curve 
di coiucidenza. Una tal corrispondenza ha perci6 (****) : 

2(n — i)* + 2(« — i) + I = 2w(n — i) + I 

dementi uniti , e questo nuniero rappresenta in conseguenza V ordine 
di ffy cioi la <f e dell* ordine 2n(n — i) + i. 

Dalla deSnizione di 9 risultano subito le proprietii seguenti : 
i'' La curva o tocca in x la congiiingente x al simmctrico di S ri- 
spetto al piano polare di x. Di vero tal congiungente i un raggio ri- 
flesso, rispetto al piano polare di x^ di un raggio di 5. 

2° La curva 9 passu pei centri di 5". In fatti , detto Af uno di 
questi centri, siccome il suo piano polare ^ il piano all'infinito, e que* 



(*; Cremona: Preliminari di una teoria geatntlrica dcUe superficic (Memcrie 
deli* Ace, di Bologuitf 2* scrie, t. 6 e 7, 1866-67) n.** 90. 

(•*) Ibid, n.*» 87. 

(•••) Questo complesso 6 costituito dalle rette che si appoggiano al ccrchio, 
luogo dei simmetrici del punto S rispetto ai piani del fascio. 

(•*••) Z e u t li c n : Sur Us priwipes de comspondance da plan et de ¥espacc{Comples 
Kmdus, t. LXXVUl, 1874, p. 1 55 J). 
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sto h (n.^ i) fra i plan! corrispondenti ad ogni retta dello spazb, sari 
in particolare corrispondente alia retta xM. 

Ordine di tj/. Detta r una retta arbitraria, un punto M di questi 
retta si congiunga ad x; della retta x M si dica im la superiide com- 
spondentCy la quale (n.° 2) i di classe 2 m, e dei piani tangenti di que- 
sta superBcie si cerchi il luogo dei poli, rispetto ad 5". Questo luogo 
sari un'altra superficie, deU'ordine 2m(n — i) (*) , la quale segheri 
perci6 la retta r in 2m(n — i) punii. Se qualctino di questi cadesse 
in My M sarebbe gii un punto di J/; sicchi per ogni punto Af dclb 
retta r ne abbiamo sempre in corrispondenza 2m(n — i) chegodono 
di questa proprieti. Prendianio ora un punto N di r coaie uno Ji 
questi secondi punti, e vediamo quanti punti M gli corrispondono. Sii 
y il piano polare di questo punto e (x^ il complesso corrispondente, il 
quale i del grado m (n.^ 2) : fra le rette di questo complesso uscenti da x 
ve ne sono m che incontrano r , e ciascuno degli m punti d* incontro, 
preso come punto Af, ha fra i suoi punti corrispondenti il punto K I 
punti M, N ddnno origine dunque sulla retta r ad una corrispondenza 
[2m(n — i), i] della quale non bisogna che cercare gli elementi uniti. 
Noi abbiamo perci6 che la superficie ^ e dell' ordine 

2m(n — i) + wi = w* (2n — i). 

n ragionamento ora fatto mostra che se la r passasse per j:, su 
di essa al punto N qualunque corrisponderebbero sempre i medesinii 
m punti Af raocolti in x; dunque noi concludiamo che il punto x c 
multiplo secondo m per la superficie ^. £ poi ovvio di vedere che H 
cono tartgente nel punto x e il cono che da x proietla la curva sinunt- 
irica della curva s rispetto al piano polare di x. 

La superficie ^J^ ha ancora altre notevoli proprieti : 
I** Essapassa pei centri della superficie 5". Di vero, detto Af uno 
di questi centri, esso ha per piano polare il piano all'infinito, ma que- 
sto piano corrispondea qualunque retta dello spazio (n.*' 2), e quinJi 
in particolare alia retta xM^ dunque Af e un punto di +. 



(•) C rcmona, loco ciuio, wP 89. 



2^ Essa passa pei punti in cut la s sua la 5*. Di vero, deito D 
uno di tali punti, il piano polare di D i il piano tangente a 5" in D\ 
e perci6 (n.° i) questo piano corrisponde alia retra Dx. E viceversa. 

Risulta da questa proprieti che la curva J e la superficie ^ hanno, 
fuoii di 5", altri soli m{ti — i) punti di comune. Quesu punti go- 
dono della propried che le congiungenti di essi al punto x sono tali 
che i loro raggi riflessi , rispetto ai loro piani polari , incontrano la 
curva J. Di vero^ detto R uno di tali punti, e p il suo piano polare, 
la retta Rx sari raggio riflesso, rispetto a p di un certo raggio p\ ma 
allora essendo R un punto di 5, /> a sua volta 6, rispetto a p, raggio 
riflesso del raggio Rx. 

4. II modo come sono state definite la curva f e la superficie ^ 
mostra che , quaudo sono dati il centro luminoso 5 , o la curva lu- 
minosa s^ e la superficie 5", corrispondentemente ad ogni punto dello 
spazio si ha una curva 9, o una superficie ^. Se si chiama corrispondente 
del punto, oltre che la curva nel i^ caso, anche la tangente a questa 
curva in csso punto, e oltre che la superficie if nel 2® anche il cono 
tangente a ^ nel punto, si pu6 subito vedere che hanno luogo le pro-* 
prieti seguenti: 

1° La retta corrispondente ad un punto P c il luogo dei punti le 
cui curve corrispondcnti passano per P. 

2"* La curva corrispondente ad un punto P e il luogo dei punU Ic 
cui rette corrispondenti passano per P. 

i^ II luogo delle rette corrispondenti ai diver si punti dello spazio c 
un complesso del grado 2n{n — i). 

4"* n cono corrispondente ad un punto P e il luogo dei punti le cui 
superficie corrispondenti passano per P. 

^^ La superficie corrispondente ad un punto P e il luogo dei punti 
i cui coni corrispondenti passano per P. 

Etc. etc. 

Napoli, apri'e 1887. 



ERRATA CORRIGE 

Pag. 284, linea 19 5^ Sp 



SULLA CONGRUENZA (6, 2) 

DELLE REITE CHE UNISCONO LE CX)PP1E DI PUNTI OMOLOGHI 

DI DUE QUADRICHE 
CHE SI CORRISPONDONO IN UNA DETERMINATA OMOGRAFIA 



NON ASSIALK Vt OMOLOGICA DELLO SPAZIO. 



Pel dolt. A. Del R e , a Napoli. 
(Seduta del ig giiigno i88j) 

U problema che voglio risolvere rispetto alia congruenza C di 
cui i parola nel titolo di questo lavoro, e la determinazionc geonic- 
trica per via elementare dell'ordine e delia classe di tale congruenza, 
nonchi della classe della sua superficie focale. 

Siano perci6 s, l! le due date superficie ed n I'omografia in cui 
esse si corrispondono. Se si compone la poiarit^ n, rispetto a S, con 
la omografia O si ottiene una correlazione r, e s' sar^ la coirispon- 
dente di S anche in questa correlazione; per modo che ad un punto M 
di s ed al suo piano tangente [i in Af corrisponde ordinatamente in fi e 
r lo stesso punio Af di 2'. 

I. Ora per determinare Tordine di C, diciamo P un punto qua- 
lunque, e cerchiamo il luogo dei punti M tali che il piano ji^ polaredi M 
rispetto a 2, abbia per corrispondente in r un punto Af' della retta PM- 
Tale luogo noi possiamo ottenerlo subito osservando che se c ^ un piano 
arbitrario, e dei piani polari dei punti di a cerchiamo i punti corrispondenti 
in r, questi descriveranno un sistema piano a' , omografico in n al si- 
sterna piano <i ; eppercio , in gelierale , accadri tre volte al pi^ che 
due punti corrispondenti di <i e <i' si trovano allineati con P, cioi vi 
saranno al pi£i tre punti nel piano <x che appartengono al luogo ri- 
chiesto. Un tal luogo i quindi una cubica gobba. Indicandola con ^, 





291 

noi avremo che i sei punti <p. 2 , congiunti a P, daranno, per quanto 
precede, i soli raggi di C che passano per P ; vale a dire : C h del 
sesl'ordine. 

2. Per detenninare invece la classe di C, diciamo p un piano 
qualunque ed If , R' rispeltivaniente il polo di p in n ed il corrispondente 
di p nella correlazione ^"^ inversa di r; liriamo la retta RR'^triyC 
per tn conduciamo i piani (a, , [x^ tangenti a 2 nei punti Af, M, : 
questi punti di contatto cadranno evidentemente sul piano p. Se ora 
di ;x, , jij cerchiamo i punti M[ , M[ corrispondcnti in r, siccome [x^ , (x^ 
passano per R' questi punti saranno ancora sul piano p ; e saranno 
poi ordinatamente i corrispondenti di Af^ , M^ nella omografia n|, per- 
ch^ p. e. noi passiamo dal piano (x, al suo punto corrispondente M[ 
in r , prima applicando n , con che abbiamo M, , e poi applicando n. 
Segue da ci6 che le retie M, Af / , M^ Af ^ sono rette di C contenute 
nel piano p , e sono evidentemente le sole ; dunque C c ddla second- 
da classe. 

3, Determiniamo finalmente la classe della superficie focale di C 
A tal uopo diciamo r una retta qualunque e p un suo piano pure 
qualunque. Ragionando come nel n.'' 2 per trovare le due rette di C, 
situate nel piano p , si vede che queste due rette Saranno coincident!^ 
vale a dire p sar^ un piano tangcnte alia superficie focale di C, se il 
punto m.f^M cadri suUa superficie s, senza che p sia un piano 
tangente di s. Si tratta dunque di cercare il luogo ^ dei punti Af ri* 
spetto ai piani del fascio (r), trovare i punti comuni a questo luogo 
ed a s y ed escludeme quelli che per avventura, congiunti ad r, dessero 
piani tangenti a s. 

Ora quando p varia nel fascio (r), i punti R, K descrivono ri- 
spettivamente la polare r, di r in n e la retta r' corrispondente di r 
in r"' ; perci6 m descriveri una schiera rigata proiettiva al fascio (r). 
n luogo ^ h dunque niente altro che il luogo dei punti comuni ai 
piani di un fascio, e alle generatrici di una schiera rigata ad esso pro* 
jettiva; vale a dire/, e una cubica gohba la quale si appoggia ad r e si 
appoggia evidentemente anche ad r,, nei punti r^.i, e ad r' nei punti in 
cui r' attraversa la quadrica luogo dei punti che nella correlas^ionc r ca^ 
dono sui piani corrispondcnti. 
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Se dunque si escludono , come si e detto, i punti r^.s, i quali 
congiunti ad r diinno piani tangenti a s, resteranno solo quattro 
aim punti comuni a ^ e s. Se ne conclude percio che la si^erfcu 
focale ddltt congrucn^a C h dfJla quarta classe. * 

4. H ragionamento fatto nel n.** precedente, il quale ci di per 
ogni retta r dello spazio una cubica ^ corrispondente, ci mette in grado 
di risolvere un problema che, nel caso in cui C fe la congnienza delle 
normali alia superfide s, io ho risoluto in un breve articolo inyiato 
alia Direzione dei Nouvelks Annales; vale a dire di cercare su s il luogo 
dei punti M tali che, congiungendo i raggi di C che passano per tali 
punti, ad un punto iisso P , si abbiano piani tangenti alia superficie 
focale di C In fatti tal luogo si compone di tutte le quateme di punti, 
determinate come nel n.** precedente, in corrispondenza a tutte le rene 
uscenti da P; sicch& la sua riccrca 6 ridotta a quella della superficie 
luogo delle ^ corrispondenti a tutte queste rette. Per &rla bastaTos- 
servare che quando una retta r descrive la stella (P) le rette r,, r^ 
(n.® 3) descrivono i due sistemi piani omografici che a (P) corrispon- 
dono in n ed in r"' ; sicchfe il luogo dei punti m.p^M (n.° 3) 1 
quali descrivono le cubiche ^ sari il luogo dei punti in cui i piani 
della Stella (P) incontrano le congiungenti i punti corrispondenri di 
quei due sistemi piani omografici. Ma tal luogo 6 una superficie del 5"^ 
ordine, come ebbi occasione di dimostrare in altra nota (*), dunque il luo^o 
richicsto si compone dell' inlerse^ione di questa superficie con 1 , dalld 
quale pero bisogna escludercy giusta Vosserva^^ione fatUt nel w.° 3, Utconka 
secondo cui le polari delle rette r tagliano 2 . // luogo richiesto e perctJ 
una curva delVottavo ordine. 

Napoli, mnggio 1887. 



(*) IJuova costruiione della superficU dtl 5' ordim, eic, (RenJ. della /?• Ace, ^ 
Napoli, diccmbre 1886). 



SOLL'USO DELL'1NTEGRA2I0NE 



IN ALCUNE QUESTIONI D'ARITMETICA. 



Nota del dott. E. Gesftro, a Palermo. 



(Sedula del 27 fehbtajo iSSy) 



. . ni£.ne en mathinatiqaet c*ctt tooTent 
par des chemins pea tftrs qu* on ta A 
U dicottverte. 

(J. Tannery). 



Sia F{x) la somma dei valori che una funzione / prende per tutti 
i valori inter! della variabiles non superior! ad x, £ chiaro che 



e per6 




F{x)dx I ^/(O 



m2j r • ^^^ 



Si ha, del resto, pi6 generalmente, 




2^00 



Fix)^>(x)dx - -2/(0^(0, 



purchi sin convergeiite la serie del secondo membro. Ci6 premesso, 
i noto che, se si pone 

38 
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dove a,b,e, ... rappresentano tutti i divisori di n, si ha 

Fix) = HO G(f ) + b(2) g(J) + *(3) ^(f ) + • • • ' 
deducendosi G da g, come F da /. Ne segue 



^ 



da cui si ricava 



fF(x)c 



)dx 



KO 

jm ^00 




G(x)4x 



Dunque, adoperando (i). 



"KO ViHO^ vi/CO 



I I I 

]^ vero che a questa formola si pu6 pervenire in modo diretto 
e semplice, poichi essa i un caso particolare dell' eguaglianza evidence 



00 00 imao 



2i'-2«(0*(;H(v) - 2i'^(«)K«); 



fr«»l 



ma non ci sembra privo d'^interesse il precedente modo di deduzione. 
Riprendendo la formola (2% supponiamo b (x) « i, cosicchi 

Kn)^gid) + gib) + gic)+ .... 
Si ha 



495 
Dunque, per x infinito, 



i90 >»od 



li». ''(' 



9r n •r t\ 



cioi, in vin6 di (i)^ 

««n.:^-g(i)+ -Lg(2)+ 1^(3)+ ... 

£ questo il medio valor t della funzione /. Cosl , per esetnpio , si 
sa chc, per g{n) » -, fe /(w) = - j n , dove j n rappresenta la som- 

ma dei divisori di n. II medio valore di - I n i dunque 7-. Si pu6 
anche prendere 

dove 9(11) 6 la solita funzione di Gauss, e (A(n) i la funzione in- 
verienie, nulla in generate, ma eguale a ( — i)^ quando n & il prodotto 

di T £ittori primi^ disuguali. Ne segue chc U medio valore di ^^ - ^ 



n 



Ora dalla (3) ricaviamo 



• • 



00 00 



^m ^j fn ■== ^j j-m > (4) 



dove 






196 

Dunque, prendendo g(n) » ik(n)f ed osserv^ivio ^t, in Ul oso, 
f(n) 4 scmpre nullo, salvo per » ■• i, si ha 

VJiO[I„_L 

Per conseguenza, il valore medio di '^^-^ i -, cioi 3. Dallifor- 



n X, 



tnola (4) si pu6 anche dedurre 



2^-a = Ua..[(«-i)|;M] , (5) 

purchi si osservi che, per w = i, il prodottg (pi — i)x„ tcnde alia 
unitil. Si ha cosi una nuova espressione del valore medio di /(ft). Se 
questa funzione i Yindicalrice d'un sistema n di numeri, di frequcni& 
u; se, cio4, f(fO^ ^ ^ ^^^^ secondo che n appartiene o no al sistema 
n > si ha 9 in virtA d'una brmola dimostrata nella precedente comu- 
nicazione, 

«-K0+ fK2) + Tg(3)+ .... («) 

Ci6 premesso^ si consideri la funzione ^(n), uguale aU'uaiti po- 
sitiva aegativa^ secondo che i pari o dispari il numero dei &ttori 
primi^ uguaii o disuguali, che compongono n. Se per n prendiamo il 
sistema dei numeri quadratic i noto che g(n) non h altro che 'k{n)t 
ed i evidente che si ha co » 0. La formola (6) ci d4 

X(i) + ^X(2) + f X(3)+ ...«o. (7) 

Se, invece, prendiamo per n il sistema 

I, 4, 6, 9, 10, 14, 15, 16, 21, 22, 24, 25, 26, ... , 

cpstituito da tutti i numeri pei qunli h >(if) » i , la funzione indi- 
catrice i 



??7 
9 k tanaok ($) dk 

«-iliin.|^(«, -,),. + («, -1)2^] . 

Dunque^ in virt6 di (7)^ & u « -^ contrariamente ad altro ri* 
sultato da noi ottenuto nella Memoria tr Sur dwerses questions d'Arifi)^ 
miiique 9, per uso illegittimo di alcune eguagUanze assintotiche. E cost 
vediatno che il numero dei fattori primi, uguali o disuguali, che com- 
pongono un intero, preso ad arbitrio, i con egual probability pari o 
dispari, Se o i costituito dalla sola unitii, & u » 0^ e si ha 

K0 + 7F(2) + fl*(3)+ ...=o. (8) 

Ci6 premesso, calcoliamo le probabilitil u>,, b>,, 01^, che (i(n) 
prenda rispettivamente i valori 0,1^ — i. £ chiaro che ca, rappresenta 
anche la probability che n ammetta divisor! quadratic oltre Tunitii. In-' 
tanto abbiamo^ osservando (8)> 

».-«,- limTcm-O^I^I-o, 

cio^ 

I — w. 



«. SB a> 



3 2 • 

D'altra parte, se p(fi) i Tindicatrice del sistema dei numeri qua- 
dratic e si prende 

nella relazione (2), facilmente si scorge che un sol termine sussiste^ 
ed h quello che si riferisce al massimo divisore quadrato di n, Ne se- 
gue che si ha costantemente f(n)^i,th relazione (3) d4 



jLi r s 
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On, siccome «*, + «, i la probabiliti die (t.*(ii) m tgaak aUa 
uniti, si vede che 

6 perd * 

6 3 



In modo analogo si procederebbe al calcolo delle probability di 
altri eventi aritmetici. 



INTORNO AD UNA QUESTIONE t)I PROBABIUTA. 



Nota del dotu E. Ces&ro, a Palermo. 



(SeduU deW 8 maggio 1887) 

Nei recentissimi «r Adlanges matbinuUiques # , (v. 11 , p. 326), il 
prof. Catalan tratta il probkma del giojellierty proposto dal profcssore 
Laurent, e trova cbe, se un diamante grezzo si rompe in n parti, 
il prezzo che ne deve pretendere il possessore » se non vuol badare 

alia grossezza delle parti, k > ^^ prendendo come unitii il prezzo 
del diamante intatto. Questo risultato h manifestamente erroneo per 

n > 2 : esso h inferiore ad * , cio£ al minimo prezzo che il diamante 

If 

pu6 acquistare^ e che di fatto acquista nel case della rottura in parti 
eguali. n giojelliere sarebbe dunque sicuro di perdere, e gli conver* 
rebbe seropre di sbarazzarst del diamante pezzo per pezzo. Ma potrebbe 
anche lasciarsi guidare dal buon senso, e, proponendosi onestamente 
di &r si cbe la massima perdita eventuate relativa riusdsse uguale al 
massimo eventuate guadagno relativo^ potrebbe aver I'idea di porre 

n 

I I^ 

n 
da cui trarrebbe, come prezzo del diamante, 



n+ I 



Ecco dunque il giojelliere che pretende^ nel caso della rottura in 
tre parti, la raeti del prezzo primitivo^ malgrado che il prof. Catalan 

gli consigli di esigeme -^, ed il prof. Laurent gli su^erisca addi- 

4 



rittura — . Orbene, il giojeUIere, raglonando gross(^amente, neH'asso- 

i 2 

luta ignoranza del calcolo delle probability, & giunto al rtsuluto esatta 
£ facile accorgersi infatti che il prof. Laurent, di cui il professore 
Catalan adotta senza discussione le fonnole iniziali, dimenda che 
il prezzo del diamante rotto i la media arUmetka di tutti i prezzi che 
esso pu6 eventualinente acquistare per la rottura. £ questa, in sostanza, 
rinterpretazione che bisogna dare al principio delta speransyi nuUmatka. 
Tale dimenticanza si ripete, oaturalmente, nella generalizzazione &tta 
dal pro£ Catalan, e per6 il risultato ottenuto nei r Milanges » d^ 
v'essere ancora diviso per 

j . . . j dx, dx, rf*, . . . dx^, =(r=iyi' 

•^ o •^ o 

n risultato esatto i dunque 

(«+ i)! ^ ' n + I 

tn generate, se il pre:({o d'un oggettp i una funzione / del volume^ 
si ha 

dove la variabile x, dipende dalle altre mediante la relazione 

^« + ^, + ^5 + • • • + ^« = I- 
D'altra parte, si dimostra facilmente che 

I / 1^1 ^^^'^ ^^" ^"^^ dx^ ... ix^^ ^ 



fSff 



Vj) dx^ dx^ dx^ , ., ^AVr 
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Dunque 

X =^ n\ I I / • • • / /(^^-i) ^^1 ^-^a ^^3 • • • ^^Vi • 

•^ o •^ o •^ o •^ o 

Sc, per escmpio, f(x) «= x", si trova 

If! 



X« 



(m + i) (wi + 2) (m + 3) . . . (w + n — i) * 



Una proQta verificazione di questa formola si ha nel fatto che, 
se il prezzo d'un oggetto varia in ragione diretta del suo volume^ la 
rottura deli'oggetto stesso non deve apportare alterazione alcuna nel 
prezzo. Ed infatii, per wi = i, rultima formola dl X = i. Per w = 2, 
si ritrova il risultato da noi ottenuto , con metodi diversi dagli abi- 
tuaii, nel it Giornale di Matematiche ». Si osservi come la rappresenta- 
zione geometrica da noi adoperata nel predetto Giornale conduca sem- 
pre con maggior precisione e sicurezza alia soluzionc di siffatti pro- 
blemi. Lo siesso problema del giojdlien porta seco molte altre questioni 
secondarie, che non k sempre possibile risolvere coi metodi classic!. — 
Nella rappresentazione degli n pezzi mediante le distanze d'un punto 
agli enti di it — 2 dimension! che^ nello spazio ad n — i dimension!, 
limitano il pii!i semplice ente poliedrico regolare, si trova che i punti 
contenuti aU'intemo d'un ente sferico, concentrico al primo, rappre- 
sentano tutti i modi di rottura pei quali il prezzo del diamante si serba 

inferiore ad — i J?*, essendo R il raggio del secondo ente. Cosi, 

per esempio, se 



R^l I /(^ — (^ — ^) 
ny 2 * 



si ottiene un ente sferico, che tocca nei loro pimti medii gli spigoli 
dell'ente fondamentale, taglia i triangoli costituenti secondo cerchi ad 
essi iscritti, incontra i tetraedri costituenti secondo sfere iscritte tra gli 
spigoli dei tetraedri stessi, ecc. ecc. — Questo ente sferico stacca dal- 
Tente fondamentale uno spazio , il cui rapporto alio spazio totale oc« 

39 
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cupato dal detto ente poliediico misura la probability che il prezzo dd 
diamante non riesciri superiore alia meti^ del prezzo primitivo. Simil- 
mente , per rispondere ad una questione molto naturale da parte del 
giojelliere , alia questione cioi di sapere se egli fari un buono o un 
cattivo afiare, bisogneri prendere 



J?= ""-' 



e valutare il solito rapporto di spazii. E qui kcciamo osservare che , 

contrariamente a quanto eravamo indotti ad affennare nd « Giomak 

di Matemaliche »^ non h certo che il giojelliere debba aver scmpre mag- 

gior probability di guadagnare, sebbene il suo massimo eventuate gua- 

dagno relativo sia inferiore a quello del compratore, e sia invece pm 

sensibile .per lui la massima eventuale perdita relativa. Biscgna, in&tti, 

tener conto della frequem^a con la quale questi massiaii tendono a 

prodursi, frequenza evidentemente infinitesima rispetto a quella di qua!- 

' . . I 

siasi valore di X, che difFerisca alquanto da i o da - . Sia F(X) la 

frequenza del valore X^ sia cioe F (X) dX \z probability che il prezzo 
del diamante cadri ic^ X t X + dX, cosicch^ 




PCX) dX « I. 



La determinazione efiettiva di tale frequenza non k scevra di dif- 
(icoltiy bench^ si sappia che essa va calcolata mediante Tincreftiento 
che subisce lo spazio sferico, concentrico all'ente fondamentale, quando 
il raggio R riceve Taumento determinato dalla formola 



dX^^^^RdR. 
n — I 



G>sicchi, detto F(R^) lo spazio comune alio spazio sferico di 
r^^io R ed all' ente fondamentale^ si ha subito 
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P(X)-(,-,)l^/^^r[^(x-i)]; 

ma rimane sempre da determinare la funzione F, che ha it — i forme 
diverse , secondo il valore v del massimo intero inferiore ad -^^ Si di- 

mostra infatti che Pente sferico corrispondente ad un determinato va- 
lore di X taglia tutti gU enti costitudvi dell' ente fondamentale , che 
abbiano almeno v dimensioni. Affinch^ Tente sferico sia contenuto tutto 
ali'iQtemo dell'ente fondamentale & dunque necessario che X sia com- 

preso fra — ed , e per6 solo fra questi llmiti si potri risolvere 

il problema della frequenza mediante le fomiole da noi date neiraiti- 
colo <ir Alcune tnisure negli iperspa:(ii » . Per maggiori valori di X bi- 
sogneri anzitutco procedere a nuove misure. Conoscendo ^poi le n -^ i 
espressioni di F (^X), tutti i problem! che derivano da quello del gio- 
jelliere si risolvono immediatamente con semplici integrazioni, ed £ in 
pardcolare 




IH*! 



F{X)dX 



la probability che ha il giojelliere di conchiudere un buon affare. Cer- 
tamente , queste considerazionl sembrano perfettamente oziose in ri- 
guardo al loro scopo apparente ; ma oltrech^ possono oflFrire qualche 
interesse per la novit^ dei metodi , si deve anche osservare che esse 
efficacemente concorrono a promuovere lo studio intuitivo degli iper- 
spazii euclidei. 



SUL MOTO D'UN PUNTO SOaECITATO VERSO UNA REm. 



Nou del dott. E, Ce8&ro, a P^ermo. 



(Sedttta del 22 magglo iS8f) 

Ci proponiamo di fore alcune osservazioni sul movimento d'ua 
punto materiale libero, costantemente sollecitato verso una retta fissi. 
Benchi questo soggetto sia stato recentemente trattnto dal prof. Dai- 
n e 1 1 i (*) non ci sembra inutile riprenderlo in esame per sottoporlo oi 
metodi della Geometria intrinseca. E pero , detti a, P, v, i coseni di- 
rettori della retta fissa D , rispetto al triedro fondamentale della trajet' 
toria, nel punto Af, ricordiamo che si ha 

i^ 1 i^ 1 ^_*_P (i) 

rfj "■ p ' ds '" r* ds '^ p r' ^^ 

Similmente , per le coordinate a^b^c^ d' un punto fisso, apparte^ 
nente a D, si sa che 

da c — p ^* _ ^ ^ ^ ^ M 

essendo p ed r i raggi di flessione e di torsione della trajettoria, oel 
punto M. Siano \ (a, v, i coseni che definiscono la direzione perpen- 
dicolare al piano P, passante per M e per D. £ noto che si ha 

p\ ^ b^ — cP, p}i = COL ^ ay, p^^ ^ ap — ba. 

dove p rappresenta la distanza di M a D. Ne segue , per le formo- 
le (i) e (2), 

dp\ _ p^ dpv^ py dpy p\ ;t*_6 M 



(^) Memorie deirAccademia di Bologna^ 30 gennajo 1887, 



Ci6 premesso, se 2) i nel piano osculatore, questo h fisso ed in 
esso awiene il movimento^ diraodochi per ogni linea del piano h ve- 
rificata la condizione iniposta. Se Z) & parallela al piano osculatore^ 
c P ^ o; poi, derivandoy si vede, per le (i), che la trajettoria t piana^ 
e si ha un caso particolare del moto centrale. Possiamo perci6 sup- 
porre ^ diverso da zero > cio& che D incontri il piano osculatore a 
distanza finita, in un punto detcrminato, Q, che ha per coordinate 

5=-.^, 7j«o, C--y. (4) 

Delta V la velocita, si hanno, per esprimere le accelerazioni tan- 
genziale e normal, le note formole 

«, vdv ,. V* 
T — -J—*, Ar « - - 
as p 

Perch& Taccelerazione totale incontri D, h necessario che passi per 
j2> e per6 dev'essere 

T $ . f dv V 

owero, osservando le (3), 

da cui subito si deduce, intcgrando, 

dove k i una costante. La velocitii varia dunque, come ha trovato per 
altra via il prof. D a i n e 1 1 i , in ragione inversa della distanza del punto 
alia retta fissa e del coseno dell'angolo che il piano P fa col piano 
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nomule aHa trajettoria. Si pu6 aoche dire che la velodd h in la^ne 
inveraa della distanza fra la retta fissa e la tangente alia tnqettoria, e 
del s€iio dcIl*aQgolo di queste due rette. Ora le accderaziooi compo- 
nenti diventaoo 

e IVKcdKasione totale i 

Essa h dunque proporzionale alia flessione della trajenoria ed al 
seao dell' aogolo del piano P cd piaoo osculatore , ed inversamente 
propondonale al coseno cubo deirangolo di P col ^ano nonnale alia 
trajettoria, ed al quadrato della distanza del punto alia retta fissa. 

£ noto che la variaztone assoluu della coordinata y d'un punto 
qualunque h data dalla formola 

iy ^dy^^ds, 

essendo dy la variazione relativa al triedro fondamentale. Ke segue, 
per (2, adoperando le fonnok (4), 

ds ■" P r • 

D'aitra parte, poichi gU sappiamo che Q percorre la retu Z^, c 
chiaro che la velociti di (2 & 

4i> iti _ pyv k 

n punto al quale i diretta Taccelerazione si sposta dunque su D 
con una velocttib proporzionale alia torsione della trajettoria ed inver- 
versamente proporzionale al coseno quadrato dell'angolo che la biaor- 
male & con la retta fissa. Si noti, come corollario, che Y immobility 



di j2 ^ necessaria e sufficiente perchi M descrivn uiia linea pitna : 
allora si deducono , dalle formole precedenti , tutte le note leggi del 
moto centrale. 

Se o misura lo spostamenco angolare del piano P, la sua varia- 
zione assoluta i data dalla formola 

Ora, adoperando le note relazioni 

n = dX-lds, *fL « df.^jds, ^ - rfv + ^ + ^) rfx, (6) 
ed osservando le formole (3), le quali danno, anzitutto, 





t=[*y-vp. 


si trova 




P ds ds' 


P ds ^ ds^^' 






Poi quadiando e sommando si ottiene 

ds'^J' 

£ vero cbe a tale risultato si pu6 giudgere in modo pib r^ptdb 
e diretto; ma a noi importa mettere in evidenza Tunifonnidi dei me- 
todi della Geometria intrinseea. Si ha iotanto^ premettendd la (5), 

A questo risultato si perviene anche osservando che, in virtb di 
(5), la projezione della velociti sulla normale a ? i in ragione inverse 



^ 



di p, mentre, d'altra parte, essa h il prodotto di ^ per b velodtii an- 
golare di P. II piano P gira dunque intoroo a D con una velocid in- 
versamente proporzionale al quadrato della distanza di D al punto mo- 
bile, mentre questo si muove nel piano secondo una linea detennioata. 
Ci6 esprime semplicemente la nora proporzionalitl del tempo alle aree 
descritte dalla projezione d\ MQ sopra un piano fisso. Per coooscere 
la natura ddla trajettoria di M, nel piano P, si osservi che, coDtaodo 
le asdsse lungo Z), le coordinate cartesiane di M soddisfimo alle I^ 
lazioni 

dx -■ ads, dy «- dp^ . 

dalle quail si deducono\ per esprimere I'arco e b curvatura, le formole 



.. - jVf 



'^-- -^*^-f 



Ueliminazione di s condurrebbe , in ciascun caso particobre , al- 
Tequazione intrinseca della trajettoria domandata. 

Per completare questo studio projettianio il movimento sopra un 
piano perpendicolare a Z), fisso. Si sa che b distanza 9 di Af al piano 
fisso soddisb all'equazione 

Le coordinate delb projeaone M, di Af sul pbno sono ;«, ;?i 
jy, e le relazioni (i), (2), (7), mostrano che le loro variazioni a^ 
solute sono date dalle uguaglianze 

Quadrando e sommando si trova che il rapporto ddlc vdociil 
dei punti M^ ci M h 
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risultato evidente. Si ha dunque, per esprimere I'arco della trajettoria 
di Af., 



. = fVf + f- d'- 



(8) 



I coseni dircttori della tangente a questa trajettoria sono dati dalle 
relazioni 

Koi^^ l^ a% K^^ « - ap, K^^ « — ay, 

dalle quali si deduce, servendosi delle formole (6), 

ds °' ^ ds ~ f ' ^ ds ~ f • 
Quindi quadrando e somaiando si otticne 

^fPMafp. (9) 

Pi P ^ 

L'elimioazione di s fra le equaztoni (8) e (9) conduce finalmente 
airequnzione intrlnseca della projezione della trajettoria di M sopra un 
piano perpendicoiare alia retta fissa. £ questa linea la sezione retta di 
un cilindro, sul quale il punto M i obbligato a muoversi. Basteri 
dunque, per dcterminare la successione delle posizioni di Ai, integrare 
I'equazione (7), e considerare i sistemi di valori di j,, p,, j, che ri- 
sulrano dalle equazioni (8)^ (9), (7), quando ad s attribuisconsi valori 
arbitrarii. Le formole (8J e (9) permettono poi di calcolare facilmente 
le componenti deU'accelerazione : si ottiene 

T = i '^-^y T N - -J= N 

e se ne deduce, per Taccelerazione toiale, 

IL 
^* " p'Vf ' 

risultato da prevedersi, giacch^ f ^ h la projezione di 9 sul piano fisso, 

Q 

c m-7—- — rappresenta precisamente il seno dell' angolo di M Q con 
h retta fissa, 40 



INTORNO A UNA NOTA DI VALENTINO CERRUTI 



Per M. e b b i a , a Palermo. 
(Seduta del j giuguo i88yj 

In proposito deirargomento trattato dal prof. Ugo Dainelli ia 
una recente Memoria pubblicira dalla R. Accademia delle Scienze di 
Bologna : <r Del tnoto di un punto materiale libero soUecitato da una 
far^a dWeita costantemtntt a una reiki fissa » del quale argomento il 
prof. Ernesto Cesiro ha pure intrattenuto il Circolo nella prtc^ 
dente adunanza, espongo alcuni sviluppi che si possono dare ad uiu 
Nota del prof. Valentino Cerruti stampata nel volume CoUectanai 
Maihematica^ in memoriam Chelini, i88i^ cioi tr Intorno ad unagau- 
rali(;(a:;iione di alcuni teoremi di Meccanica » dappoichi in quest'ultifflo 
lavoro la stessa quistione h posta con intendimento pi6 genmle, dot 
vi si studia il moto di un punto materiale sollecitato da una forza, la 
cui linea d'azione appartiene senipre ad un coniplesso lineare. £ oa- 
turale che questa quistione posta dal Cerruti comprenda come case 
particolare quella trattata dal Dainelli, la quale ne diventa un co- 
roUario relativo all'ipotesi che il complesso delle forze sia speciale. 

Le proposizioniy che qui deduco, sono dunque contenute implid- 
tamente nel citato lavoro del Cerruti (da cui riporto anche leno- 
tazioni) e mi propongo semplicemente di renderle esplicite, e di ri- 
schiararle con qualche considerazione geomettica. 

Ponghiamo 

(i) B « w ^p^^rx, 

C^n J^qx^py, 

in cui /, niy n, p^ q^ r sono sei costanti afiatto qualunque, e suppoo- 
ghiaroo che la forza di componenti X, Y, Z, che soUecita il punto 
di coordinate jc, y, i, risponda all'equazione 
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(2)IX -^^ mY + nZ + piY:^- Zy) + qiZx ^ Xi) + r{Xy- Yx)^o, 

o, in altri termini, supponghiamo che la linea d*azione della forza ap- 
partenga sempre ad un complesso lineare dato, che chiameremo q. 
Sostituendo alle componenti della forza quelle dell' accelerazione mol- 
tiplicate per la massa, si ottiene tosto Tintegrale, lineare nelle compo- 
nent! della velocity, 

(3) i^+my+n:(!+p{n-<!y)+qk'x^x'i)+rQ^y-y'x)^h. 

Detti a, by c; a, p, y; >., ^l, v i coseni direttori della tangente^ della 
normale principale e della binormale alia traiettoria, v, p, s la velocity, 
H I'dggio del circolo osculatore e I'arco della curva^ e posto per brevity 

(4) Aa+ Bb + Cc = T, 
rintegrale (3) ci dari 

(5) ^ = 7 . 

Le equazioni del moto si potranno poi mettere nella forma 



(6) 



X- 


ah'd-c xh' 
t' ds ■*" pt' 


y = 


bh" dx pA' 
T* ds '*'pT' 


z = 


ch* dr fb' 
T» ds +pT* 



Da queste formole poste dal Cerruti deduciamo anzitutto una 
espressione della forza. Infatti ne ricaviamo agevolmente 
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Ma, difierenziando la C4) ed applicando le formole dt Freaet, 

si otuene 

dr Aa + Bfi+O f 
ds " p *' 

onde 

P' 



P - ^ M« + 5P + Cy)' + {Aa + Bb+ Ccf] 



^, [/f'(a» + «') + £»(*» + PO I- C(c> + y') 



P 



+ 2BC(Py + *c) + 2C/l(Y« + ca)+ 2 A B(t^ ■\- ab)] 



P 



^ [^»(i - X') + B\i - f) + C{i - v') 



— 2BC\i.t — 2CAv'k — 2AB'k^] 



~ ^[A' + B' + O -(A-k + Bii^ + C»)']. 

G)si dunque, ponendo 

(7) ^* + B* + (7 - G' , 
chiamando pure G la retta che ha per coscni dircttori 

A ^ £. 
C ' G* G ' 

e r la binormale della curva, ottenghiamo 

(8) ^ - -p ^ ^^^ (^' ^• 

Dalla dcfinizione della retta G risulta evidentemcnte chc I^i (v 

ci 4^ 

T « G cos (G, v). 
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Le espres$ioni (5) e (8) della forza motrice e della vclocitll pos- 
sono dunque scriversi cosi : 



(9) V 





h 




' G 


cos (G, 


vy 


h' 


sen (G, 


T) 



(10) 



Per interpretare geometricamente queste espressioni convicne iQia- 
ginare il complesso O come costituito dagli assi di momenio nullo 
di un sistema di segmenti (che chinmereino 2). Allora G non h al- 
tro , che T asse-momento risultante dovuto alia riduzione del sistema 
di segmenti al punto mobile scelto come centro di riduzione, ed A , 
B , C sono ie component! di questo asse-momento parallele agli assi 
coordinati. Quindi possiamo tradurre le (9), (10) cosi : 

La velocita e inversamente propor^ionale all' asse-momento G dovuto 
alia riduzione del sistema di segmenti s nel punto mobile ed al coseno 
dell'angolo di G con la tangente alia trajettoria. 

La for:^a motrice e inversamente proportionate al raggio del circolo 
osculatore della traielioria, al quadrato dell' asse-momento G ed al coseno 
cubo dell'angolo di G con la tangentc ed e direttamente proporj^ionale al 
seno dell'angolo di G con la binormale. 

Agli angoli (G, t;) e (G, T) si possono sostituire quelli formati 
dai piani, cui le rette G, v, T sono perpendicolari e questi sono risp. il 
piano focale del punto mobile rispetto al complesso O, il piano nor- 
male della traiettoria ed il piano osculatore. 

Se il complesso o & speciale , cioi costituito dalle rette che in- 
contrano una retta (issa r, il sistema di segmenti s ^ riducibile ad 
unica risultante R giacente su r; il piano focale di un punto qualun- 
que i il piano che projetta r da questo punto e I'asse-momento G 6 
il prodotto Riy ove ^ signiiica la distanza dal punto alia retta 6ssa. 
Sostiiuendo questi elcmcnti nelle formole (9) e (10) e facendo poi 
if » I (ch'6 sempre Iccito), si deducono le espressioni della velociti^ 
9 della forza pio^ri^c ottenute dnl Dainelli. 



GENERALIZZAZIONE DI DUE TEOREMI 

RIGUARDANTI LE PARENHESI D'ORDINE n. (♦) 

NoU del pro£ M. L Albeggiani, a Palenno. 
(^Mifto d$l 14 novmbn 1886) 

N^lla seduta del 22 marzo 1885 ho annunziato di avereestesoi 
tcoremi riguardanti le parenUsi di Pots son d'ordine n comunicati ai 
Circolo nella seduta del 21 dicembre 1884 (pag. 12 di questo volume) 
ai case n mm b -^^ k, h^k, cioi al caso in cui fossero date b serie di 
V fiiDztoni y,, , . .. , y^i . . . ; y^^, ... , yi^t iserie di vvariabili iodi- 
pendenti jr„^ . »• , x^; ... ; x^,, ...^x^^. Ecco era come si pu6 otte- 
ttere siffiitta estensione. 

Suppoate da prima verificate le condizioni tutte indicate neUa {»• 
gioa 1 1 (V) sussiste la formula ivi trovata : 






Si facciano ora le sc^enti ipotesi : 

I** die tutte le variabili vengano distinte in due classi cioi in h 
serie di v variabili ^„ , ... ^ y^^\ • • • ; ^fc, 1 • • • > ^w ^d in it serie di 1 
variabili *„,..., jc,v ;•• .;*4, ,•-•,**»»* + *=*» ; 

2^ che le n funzioni H riducatisi a certe n delle variabili J^t P* ^ * 
H ev * 



(i) L« pretente Nou fa seguito ad un' altra, che sarJi pubblicata a parte, io- 
titdau : c StdU pargnUsi d*ordine fi •, i cui risuluti furono comunicati al Circolo oelle 
sedute del 29 maggio c ao Qovembre X8S4 (Vedi questi Tf/ndtfonHf 1 1, pag. 6 e 9). 



3' che le (unzioni F non contengano le variabili y in modo espii-t 
cito di tal che sta : 

onde Fj si riduce idcnticamente ad y,, quando per a, , . . . , ^ si so- 
sdtuiscono le loro espressioni in funzione delle variabili x^ y il che i 
quanto deve sempre intendersi operate ove y,t si voglia differenziare 
completamente rispetto alle variabili per come viene indicato dai sim- 
boli H. nel i^ membro della (i). 

Mora, chiamando P(/, F) una parentesi d'ordine n che si ot- 
tiene dalla parentesi (F^ ... i\) sostituendo ad r delle funzioni F, r 
variabili y, la (i) diventa : 

Indichisi con 

un determinante fiinzionale di m + ^ funzioni F rispetto ad m va^ 
riabili Jc ed a ^ variabili y , dopo [una formula trovata a pag. 10 (I) 
si ha indipendentemente dal s^o : 

P(/, F) equiv. J^^rp^ , 
onde, poichi le F sono espliciumente indipendenti dalle y : 

^(- 0-^ P(y, F) equiv. 2(- O"^' |^ ^ o. 
Inoltre si ha pure : 



2(-ir"P(/, F)=Q, 



r-dti 
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Infiitti le serie di variabili y essendo dl numero A per r > A b pa- 
rentesi P{y\ F) conterri necessariamente almeno due elementi y ap- 
partenenti alia stessa serie e perci6 aventi numeri d' ordine diverse , 
onde (pag. lo, HI) sari P = o. Dopo ci6 nella prima somma al primo 
membro della (2) resta solo il termine rehiivo ad r == /; e si ha : 

(J) (- .)- n/, 0+2 IZ: ::. li <-"■ ■ ■ ■ "■) - °- 

II simbolo P(/y F) indica che nella parentesi (F, ... FJ in luo- 
go di h funzioni F si sono sostituite h delle n variabili y a cui si sono 
ridotte le n funzioni H, nel fare quindi tale sostituzione occorrc com- 
binare ad /; ad i le n funzioni F, di talchi il simbolo P(y^, F) pu6 dar 
luogo in gcnerale ad una somma di parentesi nelle quali h delle n va- 
riabili y sudette trovansi scritte in luogo di altrettante funzioni F : per6, 
conforme al modo come si son poste le H ideniiche alle jy, occorre 
distinguere diversi casi , e prima di ogni altro , qualunque sia A, ove 
al pill /; — I funzioni H siansi poste identiche a certe /; — i varia- 
bili y dello stesso ordine, mentre le rimanenti funzioni H si son fatte 
identiche a delle y^ d'ordine diverse, b P(y\ F) =^ o, quindi la (5) si 
riduce alia 

Di poi possono ancora aver luogo i seguenti casi : 

I. Se /? > i, ponendo certe h funzioni H identiche rispettivamente 
alle ^,j, ... , y,,.^ e le rimanenti k funzioni H identiche a certe altre 
delle variabili y dello stesso ordine o no, il simbolo P(y^ F) di luogo 
ad una sola parentesi, derivata dalla (F, ... F„) nella quale /; funzioni 
F, corrispondenti a quelle delle H che 5i son poste identiche alle 
yu9 • • • y yhi9 si sono sostituite per /; variabili y nppartenenti alio stesso 
ordine ed a serie diverse , indicheremo tale parentesi col simbolo 

II. Se A =» i, allora si possono certe h funzioni H porre identi- 
che a certe ^,,, " - 9 yhi ^ ^^ rimanenti funzioni H porre identiche a 
certe altre delle variabili y non tutte dello stesso ordine, a certe al- 
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tre delle variabili y tutte dello stesso ordine come y^.y ... , y^^ , nel 
primo caso si ottiene soltanto la parentesi : 

nd secondo la somma delle parentesi: 

in. Sc /; < i sari ife «= A y + r, allora : 

a) Certe h funzioni H sono poste identiche alle y^^ ... , ^j. e 
le rimanenti k funzioni H a certe k delle variabili y fra le quali se ne 
contengono al piih h — i dello stesso ordine, in tal caso dal simbolo 
P {^y F) si ottiene soltanto la parentesi : 

P) Certe h funzioni H sono poste identiche alle y^-, ... , yj^^ e le 
rioianenti k funzioni H sono distribuite in t gruppi di h funzioni cia- 
scuno, ponendo le funzioni di ogni gruppo identiche a certe h delle 
variabili v tutte dello stesso ordine come yu^ , ... , yhi^ e le rimanenti 
k — tb funzioni H identiche a certe delle variabili y fra le quali se 
ne contengono al piii h — i dello stesso ordine y allora , potendo t 
avcre i valori 1,2, ... , q , dal simbolo P(/, F) ottengonsi nei vari 
casi le seguenti somme : . . 

per/ = i, P(y^.F'u) + P(yl.F.) 

per / - 2, PiyJly F,.0 + Pfjy,*,, F,^;) + P{yXy F«,) 



per/ « y, P(y;, /%....,,) + P(y;.,F,. .. . ^,) + . . . + P(y,5„F,, . . . ^). 

£ da osservare che il caso II jrientra nel caso III ove si sup- 
ponga J « I , f — 0. 

41 
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Si pu6 quiodi porre in generale: 

Ma si & trovato: 

PiyJ,, h «Juiv. Ig^ 

onde : 

ove Si indichi con D^ la somma algebrica i\ t + i detenninanti fon* 
zioniali. 

E per6 la (3) si pu6 scrivere: 

Siano ora date h^ equazioni distinte e non contradtttorie : 
(6) If, « a, , ... , fliv = «iv 

i cui secondi fnembri sono costanti qualunque ed i cui primi mem- 
bri sono ftinzidni ddte jf„ , • • • » .Vav J ^,, > • • • y ^w » nsolvendo le cqtia- 
zioni (6) per le y si trova : 

le quali relazionl scftio di nurtiero /; v ed in esse le ftinaoni F,/, come 
prima Ic F, , sono tali che sostituendovi per a, , . . . , Oj^ '^ lore esprcs- 
siofai in fiinzione delte x^ y dkte dalle (6), riduc^onsi identicamente ad 
y,f . G)mbinando le (7) n ad n, per ogni sistema delle y hz luogo um 
fArforte tcMla fdrma della ( j) , ridla quale invece dfclla ^arefitesi 
(ai^ ... aQ si pu6, in causa delle (6), porre (Hi^ . . • HQ, 
Padciamo corriSpOndere alia sdrie d^gl'indici : 



k serie dei numeri : 

I, 2, ... , &v 

ed eseguiamo le menzionate comhiDazioni is modo ordinate cioe in 
modo che i diversi gruppi siano scritti coq i primi individai in or- 
dine crescente, pur potendo ognuno di quesci essere ripetuto^ che, per 
lo stesso primo individuo, i second! siano scritti in ordine crescente, 
che, per lo stesso gruppo formato dai due primi, siano in ordine ere* 
scente i tend individui ecc. ecc. 

Indicando i gruppi di combinazioni cosi formati con un numero 
d' ordine, F,,^, > . • . > i%, , rappresentano n fimzioni F appartenenti 

all*i^ gruppo, e Pjf/, F) rappresenta la parentesi P relativa all' e- 
quazione dell' i'"'' gruppo, conveniamo inoltre di coroprendere il segno 

(— i)^' nel simbolo P^, ponendo ( j = ir si ha il sistema di e- 



• • 



quazioni : 



Nei primi membri di queste equazioni alcune delle P possono 
essere identicamente nuUe, altre sono equivalenti a ^^^i ( 1* ) 

Siano f i > • • • » f « funzioni delle F,, , . . . , F^ e queste (unzio- 
ni delle a^ y .. , , an si ha : 



r^ff 



dQii,^ . . . fli,^) Zj d(F„^,^ , , . F,^,J • a^^ . . . fl^J 

ponendo f ^ i= a^^ 09^ = ait^ poich^ il gruppo a/, . . . a/,^ che & 
I'yitto gruppo combinazione deUa classe n delle a,,, ... , a^^, difieri* 
see almeno per un elemento dell' f"^ gruppo an ... Un , si trova : 

I w 

^ 3 (<»■<, ' • • an,) ^i^rs^u • • • ^"^) ^ 
Zj d(Fr,^,^ . . . Fr.^) • aK, . . . , a* J 

(9) 

yi _^K_^^,J_ d{F,.^^^ . . . Fr,J ^ ^ 
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Al sistema (8) per mezzo delle (9), tenendo presend le (7}^ a 
puo sosdtuire il sistema : 






». 



D determinante di questo sistema (10) e : 






esso i evidentemente formato con tutti i minor! d' ordinc n del Jc- 
tenninante : 

dH, dH. 



A = 



^yu ' " dj'** 



d« 



d//. 



dj^H ' ' ' dy,. 



ftv 



»v 



lo indicheremo con ^'^A^ impiegando una notazione giii adottau (la 
Brioschi. Se si indica per: 



CO 






d CHii • • • "1/ ) 111' 

il mmore complementare di ^^ — '- =4 ottcnuto dal deicmii- 

nante A e si indica con ^*^*-^a il determinante d'ordine ic costiwiio da 
tali dementi^ si sa che : 



(•). 



,(-«), a^A, = A(*^"). ^%^A, 



aM^) 



O Cfn Scott : Theory of Dekrmimmts. 
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Denotando per JV. ci6 che si trova col sosdtuire agU dementi 
deiri"^ colonna del detenninante ^"^^ le parentesi 

("«/, • • • ^^i^ » • • • > ("«;, • • ' -^'O* 
Iz soluzione del sistema (lo) conduce al sistema di equazioni: 



iST 



P^(y\ /=•) + o!rf- - 



f = ly 2, . • • ^ IT 



ovvero : 



(lO 



\7 U»-J»)a 



Si formi il prodotto dei determiuanti N^ , ^**-»>a,^ per colonne co- 
stituendo con i prodotti ottcnuti le righe del detenninante prodptto , 
tenendo presente il teorenia di Laplace^ si ha: 



d(Hri^ . . . /frj,) ^(^f/, - - ' f^rt^ _ 



S 



^ ^Ov.... • • • JVv.) ' '° ^Cy/'.'. • • • yfvd ^ ' 



>. 37 ' =^ . CO 3^ ' ^ — O 



e ponendo inoltre : 



2;(//,, .../fo-~5- 






SI trova : 



N(*^)A, 



A o O • . . 
A ... o 


/, . . . o 
/, O . . . 


... A 


/j., ... 


... 
... 


/j ... 
/i4., A ... O 


... 


4 ... ^ 



/. A«-, 
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E pcr6 il sterna (i i) divenu : 

(12) A.Pi(/, F)+ /, = o i= 1,2, ... ,ff, 

onde si ha il teorema: 

Siana date k Irv equaxioni : 

(tf) . if, == fl, , . . . , H|^ = o^. 

i cui secondi membri sono costand qualunque ed i cui primi membn 

sono funzioiii delle jr,, , » 7jb«; ^n f • < • > ^iv> c siaoo le equaziom(tf) 

tali che da esse si possano detenninare le ^,, , ... ^^^ in funzione delle 

^11 > • • • f ^i« e delle costaoti a, , . . . , n^ cio& siano tali che abbiasi A^ 
aQora: 

i^ Se i primi membri delle (^i) soddisfitoo idendcamente a tutte 
le equazioni: 

(*) (^«, . . . fl;o = o. 

che si ottengoDO combinando n ad n le fijnzioni H date, saranoo nuUc 

tutte le /., onde si condude dalle equazioni (12), poichi A^o,cbe 

i valori delle y trovati dalle equazioni (a) soddisfiino a tutte le equa- 
zioni: 



owero rispetdvainente : 

nel caso I) al sistema di equazioni differenziali parziali del f online 

nionomie : 

nel caso II) al sistema di equazioni differenziali parziali del i*" <^^ 
monomie e binomie: 
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nd caso III) al sistema di equazloni differenziali parziali dd i^ ordine 
monomie, bincnnie, ... q + i-notnie 

3^ Se i valori delle y tratti dalle (a) soddisfano, in ciascuno dei 
meiizionati tre casi, ai sistemi di equazioni differenziali (c') o (c") o 
(^"), e in generate a tutte le equazioni (c), sono i prodotd ^.P^(j/',F) 
tuttt nulli, e per5 si riduce il sistema di equazioni (12) al sistema : 

(13) fj =» O I — I, 2, . . . , IT 

die i lineare omogeneo nelle (b) ed il cui determinante ^'^^^^l^, in 
virtJx della ipotesi A ^ o, ^ pur esso diverso da zero , onde i primi 

mcmbri delle (a) soddisfano identicamente alle (h). 

Siano ora date ccrte funzioni G, , • . . , Gj,, delle ^„ , ... , yy^l 
^11 » - • * » ^kv ; ^19 - • • » ^ c suppongasi che le equazioni 

(g) G, « o, . . . , G;^ — 

siano tali da permettere di determinare le a in funzione ddle x, y di 
taldii si abbia : 

(*) «, ** -ZTi > • • • J ^w "■ ^h^p 

allora h certo die sostitnendo queste espressioni delle a nd primi 
membri delle (g) queste si mutano in akrettante identity, onde^ tenuta 
presente la (i), si trova: 



imPt 



dCGix ... Gfi\ 

_V. ± iZ^,«-i_« .^^2,..., v 



c.4){-.)-i',(co+|;^:^p.m.o / 

ove si 6 posto : 



3H 
Pongasi 


D- 


da, •• dOy, 


• 


Gj^ o G/f, 
da, "• dflj, 



e tenendo presente il significato delle notazioni sopra adottate si pon- 
ga inoltre : 

CO— ^-7 r- KS A. , 

d(«„. . . . a.O 



^'i'^CG^. 



allora dalle (14) si trova: 



(15) 



(-i)«D.?,(if«) + ii^. -o. 



Poich^ , come fu detto , sosdtuendo nelle (;) le a date dalle (i) 

-Tj— ^ j il quozicntcdif- 

ferenziale completo di G^ rispetto ad jr^, , si trova : 



(^)"- 



cioi 



onde posto 



dy„ '^jLjJa^'Jy^ 



dG. 



o, 



si ha: 



dG, 

d Gj, d G^, 



V = (- ly D. A 



ove & i il determinante sopra meozionato; allora la (15) pu6 pren- 
dere la forma: 



(16) 



y.P,(ff-) + t.K, « 0. 
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Onde se V "^ 0, e per6 anche D <• o A ^ o, segue : 

Se i pri'.iii membri delle (g) soddishino identicamente a tutte le 



1° 



PXG-) = 

die si otiengono combinando it ad n le funzioni G, saranno nulle 
tutte le 

P,iH') 

e pero, dopo quanto sopra fu dimostrato, i valori delle y tratte dalle 
(g) soddisfano alle equazioni difFerenziali di i** ordine (c), 

2° Viceversa se i valori delle y tratti dalle (g) soddisfano a tutte 
le equazioni differenziali (c), saranno soddistatte tutte le relazioni 

e per6 i primi membri delle (g) soddisfarranno identicamente alle 

PXG'^ = 0. 
Cosi^ p. es.j se dalle equazioni: 

si ricavano le 

ytt ^^ ^st yJ^t I > • • • > "^^fcv > ^1 » • • • > ^ivj 

queste si possono scrivere : • 

quindi se i primi membri delle (a) soddis&no identicamente alle 

(^i/, • • • Hii^ =» o, 

42 
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saranno ancora soddisfatte le 

e viceversa. 

Per h ^ k ^ 1 i precedenti teoremi coincidono con qaelli che 
riguardano le condizioni d'integrabiliti di una o di piu equaziont dif- 
ferenziali parziali del i** ordine (*). 



(*) Cfr. in particolare: Mansion: Tbione des iquatiom aux dirivks partiiU 
Us du premier ordre,?SLris 1875; Imschenetsky: Sur VintegratUm des iquatum 
aux dhrivUs partielks du premier ordre, traduit du russe par H u e I, Paris, Greifewald, 
1869. Quest' ultima roonograiia fu pubblicata nc\l*Archiv der Maibematik und Physik 
di Grunert, t. LIV. 

La condizione analoga a quelle indicate nel testo con A ^ o y ^ o si trova 

menzionata per la prima volta nell'iilteressante nota del signor Mayer: Uebtrdk 
Integration simidtaner partieller Differentialgleicbungen der ersten Ordmtng mit dersdbea 
unhekannten Fttnclion {Matb. Ann., t. IV, pp. 88-94). 



SULLA REAUTA DEI PUNTI E DELLE TANGENTI 



COMUNI A DUE CONICHE. 



NoU del prof. F. Gerbaldi, a Roma. 



(Sedttla del iS luglio 1887) 



I . G>nsiderianio due forme temarie quadradche a coefficienti reali 



a\ ^ h\ =. d =^ a^,x\+ ... -^^ 2a,.x^x + . . . 



< = b'l = c'l = a\^ x]+ ... + 2a\.x^x + . . . , 



i loro contravarianti 



w* = (fl fc u)\ ul = (a a' u)\ u\, = {li b' u)\ 



i loro invarianti fondamenfali 



A^^al^(ahc)\ B,^a^l^{aba!)\ e,=ai.=(a'^fl)% ^,=fl'i,=(a'AVy, 



e gr invarianti non fondamentali 



A = («pyy = -^^:, 



o*. = («p«')»--i4e,. 



e*, = (««'p')' = f ^a ».. A\ = (o-p'y'y =. f A\. 



Lc equazioni a\ ^ o a!\ =^ rappresentano in coordinate di 
punti due coniche C, , C, , e le equazioni uj = o , ttj^ = o rappresen- 
tano le stesse in coordinate di rette. L'equazione ul^ o rappresenta 
una conica C^y di cui le tangenti secano Q e C, in due coppie ar- 
moniche di punti. 

Le C, e C, determinano un fascio ed una schiera di coniche. 
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Nd fascio una conlca qualunque ha per equazione m coor£nau di 
punti: 

ed in coordinate di rette : 

111 -h 2X«* + V ul, = o; 

vi sono tre coniche degenerate in coppie di rette a cui corrisponJono 
valori \ \ \^ del parametro X fomiti daU'equazione 

£ noto che se il discriminante di questa equazione e n^.itivo, 
le tre radici sono reali e distinte , ed i quattro punti base del fascio 
sono tutti quattro reali ovvero tutti quattro imaginarii; se il descr.iui- 
nante h nuUo, Tequazione ha radici uguali e tra le coniche vi i con- 
tatto; se il discriminante h positivo, Tequazione ha due radici inictgi- 
narie , e dei quattro punti base del fascio due sono reali e due iniJ- 
ginari. 

Analogamente, nella schiera una conica qualunque ha per equazione 

e vi sono tre coniche degenerate in coppij di punti, a cui corrispon- 
dono valori jx, jjl, \l^ del parametro |x dati daU'equazione 

(2) A\ + 30', ,, + 3 fy\ ^* + A\ ix' - . 

Le quattro tangenti comuni alle coniche della schiera sono : tutt: 
reali o tutte imaginarie, quando il discriminante di questa equazions 
fe negative; due reali e due imaginarie, quando il discriminante i po- 
sitivo; e le coniche si toccano quando il discriminante e nullo. 

Le espressioni di A\, ©', , e',, A\ in funzione degrinvarianfl 
fondamentali manifestano che tra le radici deU'equazione (r) e quelle 
dell* equazione (2) passa la relazione 

(3) ^t^'X' 
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Per conseguenza i discrimmanti della (i) e della (2) sono insieme 
negativi , o nulli , o positivi. Nel caso dei discriniinanti posirivi, due 
dei quattro piinti comuni a C^ e C, sono reali e due sono imaginari, 
e cosi pure delle quattro tangenti comuni due sono reali e due ima- 
ginarie. Ma il caso dei discriminant! n^ativi dh luogo a sei casi geo- 
metrici : 1° i quattro punti reali e distinti, le quattro tangenti reali e 
distinte; 2^ i quattro punti reali, le quattro tangenti iraaginarie; 3° i 
quattro punti imaginari, le quattro tangenti reali (coniche esteme Tuna 
rispetto airaltra); 4" imaginari i punti e le tangenti, e le due coniche 
reali (una conica tutta interna aU'altra); 5° imaginari i punti e le tan- 
genti, e le due coniche una realc e Taltra imaginaria; 6^^ imaginari i 
punti e le tangenti, ed imaginario le due coniche. 

Per distinguere questi casi si potrebbe risolvere Tequazione (i) o 
la (2), poi formare le equazioni separate per ogni coppia di rette del 
fascio o per ogni coppia di punti della schiera, dondc si dedurrebbero 
le coordinate dei quattro punti o delle quattro tangenti comuni. Ma 
noi ci proponiamo qui di dare dei criteri analitici per distinguere i casi 
in discorso senza passare per la risoluzione d'una equazione di 3° grado. 

2. A qucsto scopo conviene premettere le s^uenti considerazioni. 
Sia una coaica a^ » o ed una retta r^, » 0. Sulla retta si prendano 
due punti y(y^ y, J,) e ;j(;(, ;j, :(,); ogni altro punto della retta ha per 
coordinate J', + P ^^ (t = i , 2 , 3) ; ed i parametri p dei punti ovc 
la retta incontra la conica son dati dall'equazione 



n discriniinante di questa equazione di 2° grado in p ^ 
a, a^ .byb^ — a' . b; = Uy b^(a, by — Uy b^) = — a^ by(a^ by — Uy b^) 

Dunque i due punti dove la retta taglia la conica sono reali (retta 
sccante) quando {ahuf < 0, sono imaginari (retta non secante) quando 
{abuy > o, sono coincidenti (retta tangente) quando {abuy «• 0. 

Per decidere se un punto y h intemo o estemo alia conica, basta 
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osservare se la sua polare & secante o non secante , basta quindi v^ 
dere il segno di (a buy per u^ = Cy c^y ciofe il segno di 

(^abc)(abd) Cydy = j(abcy.al = ±Aa'y. 

n punto sad dunque estemo quando Aay<^Oy interao quaodo 
AUy > o. 

Analogamente, se la conica ^ data per mezzo della sua equaziooe 
in coordinate di rettc u^ « o, un punto y e estemo quando (or ^yf < o, 
intemo quando (af(y)*>o; una retta u 6 una secante quando (apy)*.tfa<o, 
una non secante quando (a p yy. ul > o. 

Un' equazione al ^ Oy quantunque abbia coefHcienti reali y puo 
tuttavia essere tale , che non sia verificata dalle coordinate di alcun 
punto reale, e rappresentare una conica tmaginaria. In questo case sara 
sempre (^ i «)* > o e -/4 a* > o ; mentre nel caso della conia realc 
le forme (a buy e Aal possono assumere valori positivi, nulli e Il^ 
gativi. Quando la conica h realty presa una reita u che non la secbi, i 
suo punto d'incontro con una retta v qualsiasi £ estemo ; quindi , s( 
(a buy > sarb necessariamente A(auvy < o. Quando inveu la coma 
e imaginaria si ha sempre (abuy "^ o e insietne A{auvy < o. Ancom, 
nella conica reale presi due punti x e y uno dei quali intemo , la loro 
congiungente h secante, quindi se AaX>o sarb necessariofnenle («xyy<o; 
per la conica imaginaria invece si ha sempre Aal>o ed insietne (fltxY)'>o. 

Quando la conica di equazione al => o degenera in due rette^di 
cui le equazioni separate siano px ^ Oyq^, ^ o (quando cioi a^ » p, ;J 
si ha 

(abuy «= (<'/>^)(tf?«*); 
ma sostituendo y^ ^ (j>u\y j^v = (y u). nella forma polare 

2aya. ^ pyq, +p,qy 
si ricava 2 (ap u) {a qu) .= — (pq uy ; dunque 

iabuy = ^^(pquy. 
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Di qui segue che la forma (a buy fe annuUata soltanto dalle rette 
u che passano per il punto comune alle due />, =» o, ?, =• o , e la 
conica come invUuppo riducesi a questo punto contato due \olte. 

Tutte le rette u che non passano per questo punto, tagliano la 
conica in due punti che sono senipre reali e distinti , quando la co- 
nica si decompone in due rette reali, ed in questo caso rendono sem- 
pre (abuf < o; invece tagliano la conica in due punti che sono sem- 
pre imaginari, quando la conica si decompone in rette imaginarie, ed 
in questo altro caso rendono sempre (fliw)* > o. 

Analogamente, se una conica u^ =» o degenera in due pimti y e 
:j, essa come luogo si riduce alia retta y:( contata due volte ; i punti 
X di questa retta annullano (a p x)*, ed i punti x fuori della retta ren- 
dono sempre (cL^xy <o quando la conica degenera in due punti 
reaU, invece rendono sempre (apx)'> o quando la conica degenera 
in due punti imaginari. 

3, Ci6 posto , consideriamo di nuovo due coniche C, e Q , e 
supponiamo dapprima che i loro quattro punti comuni siano reali. Al- 
lora le tre coppie di rette del fascio determinato da C, e C, sono 
reali; ora I'equazione d'una qualunque di queste coppie h 

< + \ tf'x = (1 « I, 2, 3) 

dunque, per quanto fa detto ultimamente, le forme 

»« + 2\ u\ + \f ttif = (£ - I, 2, 3) 

saranno rese n^ative da tutte le rette del piano (escluse quelle che 
passano per uno dei vertici del triangolo autoconiugato rispetto a C. 
e Q, e che annullano le forme soprascritte). Fissiamo pertanto una 
retta u , che non passi per uno dei detti vertici , e denotiamo con 
^> 2, ^ i valori che assumono rispettivamente ««, uj, wj^; avremo 

? + 22\ + A*<0. (»-I, 2, 3) 

G)nsideriamo inoltre Tequazione di 2° grado in X 
(4) P + 2!2X + «V=.o 
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e denotiamone con V c V le radici. Dalle disuguaglianze preccdenti 
si deduce subito che : quando -R > o (cioi quando la retta u non ta- 
glia C,) V e V sono reali c >., \ 'k^ sono comprese tuite tre fira V 
e V; quando poi i? < o (doi quando la retta u taglia C,) V e V pos- 
sono essere imaginarie, o reali cd uguali, od aifche reali e distinte, ma 
in quest'ultimo caso nessuna dclle \ \ X^ devc cadere tra V e V. 

Consideriamo in secondo luogo il caso in cui i quattro punti co- 
muni alle coniche C, e C siano imaginari ; allora dellc tre coppie di 
rette del fascio due sono imaginarie ed una 6 reale; quindi la quan- 
titi P + iQ'k + R'k^ h resa positiva da due dei valori \ \ \^ e 
n^ariva dal terzo; per conseguenza Tequazione (4) ha sempre le sue 
radici V e V reali , Ic quali comprendono tra loro una o due delle 
quantita \ \ \^. 

Da quanto precede si trae il seguente criterio. Presa una retta 
qualunque ti (che non passi per alcuno dei vertici del triangolo coniu- 
gato), e formata I'equazione di 2"* grado in >»(4), si calcolino le ra- 
dici V e V di questa. I qmltro punli comuni alle dtu coniche sono 
realty quando V e V sono imaginarie, reali ed ugualiy ovuerOy cssendo 
reali e distinte, comprendono tra loro tre nessuna delle radici \ \ \^ 
dell' equa:^ione di 3'* grado (i) ; / quattro punti sono invece imaginari 
quando V e V sono reali e distinte c comprendono tra loro una due 
delle X, \ Xj (*). Quando le V V sono reali , per decidere quante 
delle \ \ \ cadono tra V e X", basta applicare alia (i) (che nd 
caso da noi considerato ha le tre radici reali) il teorema di Budan- 
Fourier. 

4. In una maniera analoga partendo dalle equazioni in coordinate 
di rette delle coniche C, e C,, c mettendo in relazione le radici 
Ki V-i Kj ^^^^ equazione di 3° grado (2) coUe radici d'una equazionc 
di 2° grado in (x analoga alia (4), si riconosce se le quattro tangenti 
comuni a C, e Cj siano reali o imaginarie. Ma se si h gii decisa la 



(•) Lo stesso criterio fu gii ottenuto dal Dr. Pietro Vis alii in una sua 
Nota : Sui punti d'irUersa^ione di due coniche, stampata a Messina nel 1885; quando ne 
ebbi conoscenza il presente lavoro era gii terminato; csso pu6 forsc ancora riu- 
sctre interessante per i risuluti che seguono. 
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natura dei punti comimi, si puo immcdiatainente concludere quella dellc 
truigenti comuni, coiresaniinare i segoi delle radici dell* equazione di 
3" grado (i); coidc apparira da quanto segue. 

Supponiamo in primo luogo i quattro punti reali , e reali anche 
Ic quattro tangenti. Assumiamo per retta u una di queste quattro tan- 
gentl e avremo P=^o, i?=o; laonde le tre esprcssioni P+2<2\ + ^f 
si riducono a 2 Q\; cosi che, per ci6 chcsopra fu detto, nel caso dei 
punti reali, devj essere 

Q\ < o, Q\ < 0, ox < o, 

e pero ic tre radici 1, >, a, devono avere tutte lo stesso segno. 

Supponiamo in SL'Condo luogo i quattro punti imaginari e le quattro 
tangenti reali; assumiamo ancora una di queste per retta secante, e per 
ci6 che fu detto nel caso dei punti imaginari conchiuderemo che delle 
tre quantiti Q\y Q>,, Ql^ due sono positive e una negativa, donde 
segue che le tre radici V, 1^ "k^ non hanno lutte lo stesso segno. 

Supponiamo in terzo luogo i quattro punti reali e le quattro tan- 
gent! imaginarie; con un ragionamento analogo al precedente, e fon- 
dato sulle conclusioni, cui saremmo giunti se per le tangenti coniuni 
avessimo ripetuta la stessa d^scussione fatta al n^ 3 per i punti co- 
muni , dedurremmo che le tre radici (a, fx^ (i^ deU'equazione (2) non 
hanno lo stesso segno; dunque in virtii delle relazioni (3) anche \ \ \ 
non hanno lo stesso segno. 

Supponiamo da ultimo che siano imaginari, sia i quattro punti 
comuni, sia le quattro tangenti comuni; supponiamo per6 reali le due 
coniche C, c Q; una di queste c allora tutta interna all'altra; sia C, 
interna a C, . Preso un punto qualunque P^ su C, , se ne consideri 
la polare />, rispetto a C, , essa secheri Q c quindi anche Q in punti 
reali ; le rette che vanno da P, ai punti ove />, seca C, tagliano ar- 
monicamente C^ g C^ e pero sono tangenti a C : ma queste rette 
sono reali; dunque la conica C, 6 estema alia C, . Alio stesso modo 
preso un punto qualunque P^ su C,, se ne consideri la polare />, ri- 
spetto a C,, essa taglia in punti imaginari C, e quindi anche C,; le 
rette che vanno da P, ai punti ove />, seca C, tagliano armonicamente 
C, c Q e per6 sono tangenti a C^; ma qui queste rette sono itna- 
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ginarie , dunque la conica C, e interna alia C, . Pertanto essendo C, 
interna a C^, e C, interna a C, , le tangenti di C^ non taglieranno 
mai in punti reali nc C, ni C^^ e le tangenti di C, taglieranno sem- 
pre in punti reali sia C, sia C, . Donde, indicando con H il discrimi- 
nante di Cj, segue che se P = o sari necessariamente /f 2 > o oi 
^ > o; se invece J? «« o sari necessariamente HQ < o e P < o. Go 
postOy scriviamo separatamente le tre disuguaglianze, che furono dimo- 
strate nel caso dei quattro punti imaginari, sotto la forma s^ente 

P-^-zHQ^+Rkl^o, P+2HQ^ + RXl>o, P+2HQJj-^.Sx\<o. 

Assumiamo per retta // una tangente di C, , avremo P » o , 

HQ^ o, R > o,Q dalla terza disuguaglianza dedurremo -— < o ; a$- 

sumiamo poi una tangente di C, , avremo i?««o, HQ <^o, P <o 

e dalle prime due disuguaglianze dedurremo "rr < ^ > "17 < o« ^^' 

que le tre radici >, \ \ hanno lo stesso segno (contrario a qudlo 
di //). 



5. Quando i quattro puati comuni a C. e C, sono imaginari, 
consideriamo le due coppie di rette imaginarie del fascio, denotiamo 
con X, e >, i valori del parametro ^ che loro corrispondono , e di- 
stinguiamo due casi, secondo che il parametro \^ della terza coppia di 
rette (quella reale) cade neir intervallo \^ \ o fuori di questo inter- 
vallo. Le due coppie di rette imaginarie sono coniche ridotte ciascuna 
ad un solo punto reale; e questi punti sono due vertici del triangolo 
autoconiugato; prcndiamo questo lato per retta u, avremo : 

P+2eX. + «Xj«0, P+2Q\+RK^0, p+2e\ + i?A;<o. 

Nel primo dei due casi sovrJi distinti il trinomio P + 2 ^X + ^' 
si conserva negativo per tutti i valori di >> compresi tra X^ e X, ; quindi 
il lato considerato del triangolo uglia in punti reali tutte le coniche 
del fascio, di cui i parametri sono compresi tra X, ^\% ^ P^^ ^^ 
(^iieste coniche sono reali. G)nsideriamo invece le coniche , di cui i 
panunetn cadono fuori dell' intervallo X^ c X, e sechiamole con una 
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retta u qualunque (che non passi per alcuno dei vertici del triangolo 
coniugato); tenendo present! le disuguaglianze 

conchiudiamo cha le due radici diP + iQX -r R'>^* =»o cadono I'una 
tra >, e X^ Taltra fra ^^ e >.j, e che I'espressione P + 2 Q X+ RX* 
i costantemente positiva per tutti i valori di \ fuori dell'intervallo X, \ , 
cio6 la retta u non taglia in punti reali le coniche, i cui parametri 
sono fuori deirintervallo >, >^, , e siccbme la retta u i ima retta qua- 
lunque (*) del piano, cosi tutte queste coniche sono imaginarie, 

Nel secondo dei casi distinti, ripetendo lo stesso ragionamento si 
coDchlude tutto il contrario, cioi le coniche i cui parametri sono com- 
presi tra X, e \ sono imaginarie, tutte le altre reali. 

Dunque rlsoluca V equazione di j'' grado (i) se ne sostituiscano 
le radici in 

1^ + 2 X nl + V u^, 

(intendendo con a una rett«i qualunque non passante per alcuno dei 
vertici del triangolo coniugato); si denotino con a^ \ quelle due radici 
che rendono questa forma positiva, e con >., quella ch la rende ne- 
gativa ; una conua del fascio di paranielro X sara realc st \ e X^ non 
separano \^ c \y sara ma^^inaria nel caso contrario. 

£ facile dedurre cio che corrisponde per dualita in una scbiera 
di coniche con quattro tangent! comuni imaginarie. In un fascio di 
coniche coi quattro punti base reali, e cosi pure in una schiera di co* 
niche coUe quattro tangenti base reali, i chiaro che tutte le coniche 
corrispondenti a valori reali del parametro sono reali. 

In particolare le due coniche date, corrispondendo ai valori o ed 
00 del parametro >; sono entranibe imaginarie, quando, sia o e X^,sia 



{•) In V'jrka , ucl noatro ragiouanwnto furono csdusu Ic relle passanti per i 
vcTtici del triangolo coaiugato; ina questa csclusione ncn ha influeoza nella conclu- 
sione che qui si deduce, percb6 se le coniche fossero reali c chiaro che per ognuoa 
vi sarebbero infinite rette, che, pur non passando per i detti vertici , It sechereb* 
bero in punti reali. 



00 e X^ separano 'k^ ^ \i p^r ^ qual cosa i necessario e sufficicnte 
che X, \ \ abbiano lo stesso segno , e che >, cada fra X^ e \. Le 
due coniche date poi sono Tuna reale c Taltra imagiiiaria, quando )., 
e X, sono separate da o e X, c non da oo e X^, o viceven»a; per la 
qual cosa X, X^ X^ non possono avere lo stesso segno. 

Da questo e dalla discussione fatta al n"^ 4 si 4:onchiude : se k 
tre radici delV equa^ione di 3'' grado (i) lyanno lo slcsso segno , possono 
verificarsi soltanio i tre cast seguemi : i^ k due coniche realty i quattro 
pnnti comuni reali e le qualtro tangcnii coimini reali; 2^ Ic due cotiube 
reali, i quattro punti comuni imaginari c k quattro tangcnti comuni hm- 
ginarie; 3^ le due coniche imaginarie. Se invecc le tre radici an;^idette non 

m 

hanno lo stesso segno ^ possono verijicarsi solo gli allri ) casi : 4** le due 
coniche reali , i quattro punti comuni reaU , Ic quattro taugenti conium 
imaginarie; 3° fe due coniche reali, i quattro punti comuni imaginari ^U 
quattro tangtnti comuni reali ; 6'' le due coniche una rcale i' ultra wm- 
ginaria, (*) I segni delle radici dell' equazione di 3"* grado si ricono- 
scono subito senza risolverla focendo uso del teorema di Cartesio, 
perchi essa ha per ipotcsi tuttc le sue radici reali, Cio fatto , p^r di- 
stinguere il i" caso dal 2"^ e ?" c cosi p:>rc il ,\' dal >"* e 6"^ hsu 
osservare i segni di 

iabu)\ A{auv)\ {ab'ui\ A'(a^ui'y 

per valori special! e arbitrarii delle «, u^ u, , 'o\ i\ v, couic fu indicato 
al n° 2. Finalnicnte per distinguere il 2"* e il 5" caso tra lore, e cosi 
pure il j' e 6° fra di loro servono i criteri stabiliti al n^ 5. 

6. I criteri stabiliti al n*" 3 sono sosccttibili d' interpretoirionc 
geometrica. Se X' V sono i paranietri di due coniche del fascio h noto 



(•) t bcuc osservare, :Iic C;nibi.indj i senni ai coelncienti di uni tiellc u^'i'* 
che, per es. di C, cambKitio di sc i^nc 9 c -V, , nicr.tre -4, c 0^ rcsiir.o itultc- 

rati; cosi che XXX divent^no - \ —X — ^X ; doodc segue che per U reA 

125 123 

dei punti coinuni e dcllc tannenti comuni c inutile disting'jere i! CaSO d^Hc tre r-* 
dici positive dal ciso delle tre radici uoeitlvc, comt! pure il cro di d-;e r.Jtlici p- 
shive c una neg.itiva dal c^so di due ncp^ativc e una positiva. 



337 

che -zpj- esprime il rapporto anarmonico delle tangent! , in uno qualiin- 
que dei punri base, ad esse e aiie C^ c C^; c cosi, se \i! [a'' sono i 

paranietri di due coniche della schiera, -^ esprime ii rapporto anarmo- 

r 

nico dei quattro punti di contatto di esse e delle C, e C, con una 

qualunque delle tangenti comuni. In particolare ^, -r^* -i~sonoi 

rapporti anarmonici delle due tangenti a C, e C, in uno dei loro punti 
comuni e di due delle rette che da quel punto vanno agli altri arc 

punti comuni ; cosi — - , CI. ^ ill. sono i rapporti anarmonici dei due 

punti di contatto di C, e C, con una delle tangenti comuni e di due 
fra i tre punti ove questa i incdntrata dalle altre tre tangenti comuni. 

Qiiando i pnnti comuni sono realty e sono pure rcali le tangenti co- 
mnniy >., \ X hanno uno stesso segno, cosi pure [a, jx. (Ij, quindi i 
rapporti anannonici considerati sono positivi ^ e per conseguenza due 
qualunque delle tre rette che vanno da un punto comnne agli altri ire non 
sono separate dalle tangenti in quel punto a C, e C^ ; cosi pure due quth 
hmque dei tre punti, dove una tangenic cotnune e secata daUe altre tre 
non separano i due punti di contatto con C^ e C^. 

Quando i punti comuni sono reali e le tangenti comuni softo tma-- 
^inarie^ \ \ "k^ non hanno tutte lo stesso segno e pero dei tre rapr 

porti - " -^ . * due sono negativi ed uno e positivo, quindi le tre 

A, Aj A, 

rette che vanno da un punto comune agli altri tre danno luogo a tre 
coppie, due delle quali separano, c una no, le due tangenti a C, e C 
in quel punto. 

Similmente, quando Ic tangenti comuni sono reali ed i punti comuni 
sono imaginariy i tre punti d'incontro di una delle tangenti comuni colle 
altre tre danno luogo a tre coppie, due delle quali separano ^ e una wj, 
/ punti di contatto di C, e C, . 

Rama, aprilc 1887. 
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SISTEMl LINEARI Dl SUPERFICIE ALGEBRICHE 



DOTATI DI SINGOLARITA BASE QUAl^UNQUE. 



(Seduta del rj febbrajo i88y) 



Nota del dott. G. B. 6 U i a , a Palermo. 



In questa breve Comunicazione mi propongo di far conoscere, pet 
sistemi lineari qualunque di superficic algebriclie, un teoreroa (01) at- 
hno analogo a quello da me enunciato pei sistemi lineari qualunque 
di curve algebriche plane (CompUs Rendus ^ t ClII, p. 594 e questi 
Rendicontiy u I, p, 155-156 e pag. 180). Sari facile scorgere come b 
propriety che io dimostro per lo spazio (ordinario) di tre dimensioni 
sia suscettibile di estensione agli spazi di un numero qualsivoglia di &- 
meostoni. 

In ci6 che segue mi lascier6 guidare dagli stessi criteri di cui mi 
sono giii servito nelle precedent! ricerche del piano. 



Definizioni. 

I. Sia [F] un sistema lineare qualunque, irreduttibile, di superfi- 
cie algebriche d'ordine », compUtamenk ddertninato dalla base, tale, doi, 
che la superficie generica F non soddisfi ad alcun' altra condizione 
oltre quelle assorbite dalle singolariti base (in particolare punti e curve 
semplici). 

Per lo studio di un sistema [F] introdurr6, per la prima vdta, 



quattio numeri />© * /'i > A > ^3 » ogiiuno dei quali riveste fl carattere 
invariantho rispetto a qualsiasi trasformazioae birazionale [(a, v] dello 

spozio. Cio^ : 

p^ y It dimensioni del sisUma ^ ossia il namero dei parametri arbi- 
trari da cui dipendono, linearmente, i coefEcienti della superficie ge- 
nerica F. 

pj , il penere del sisiema^ ossia il gencre della superficie generica -F(*). 



(*) La teoria, dovata al N d t h e r, delle proprietii di cna superficie algebrica qua- 
lunque /= o , che rimmgono inalterate per trasformazioni univoche (eindeuHge 
Transformationen) della medesima, ii fondati, com'^ ooto, sulla considerazione delle 
superficie aggiunU d'ordine n — 4, m. = o. Questc superficie (cosl definite, geometrica* 
mente, e pel case di siagolaritii ordinarie, che per esse le curve t*ple ed i punti / pit di / 
sono rispettivameute multipli secondo 1 — t cd / — 2) godono della singdare pro- 
prietii che ia una c3rrispondenza univoca fra due superficie /, ^, la curva mobile 
intersezione residua di / con una & (aggiunta di /) si trasformt oella curva mobile 
intersezione residua di p coa una n' (aggiunta di p). Ora k appunto da siffino ca* 
rattere invariantivo delle ffl. = o che discendono le definizioni dei tre numeri p ^ 
p(0, p(X> introdotti dal N Other per qualunque superficie algebrica /=o; ciofc: 
p, il genere (Ft^chmgeschlecht) di /, che k il numero dei polinorai a. linearmente indi- 
pendenti; ^^'\ il genere della cun*a mobile intersezione residua di / cod una qua- 
luaque delle o {Cttrvtngeschkeht di /); /('\ il numero dei punti niobili intersesione 
residua di /con due qualunque delle m, Oltre Ianotevolerelazione^(*^=^^')— i, vi 
sono ancora delle funzioni di ^ e p^^^ , le quali provengono da condizioni di contatto di 
/s:o con sistemi di superficie o* Etc. (Nd^her : Zur Tbeorie ies eindeuHgen 
Entsprechens algebraiscber Gebilde, 2^^^ A\i(iztz\ Math, AtmaJen^ t. VIII, p. 495, 1875. 
Pel numero p cfr. parimenti Clebsch, CompUs Rendus^ 21 dicembre i868« p. 1338 
e Ndther, Math. AnnaUny t. II, p. 293, 1870). 

Per quanto concerne la definizione geometrica del genere della superiicie fa* ' 

remo notare^ col N 6 1 h e r, che la formola ^ = — (« — 1) (« — i) (« — 3) — ^ • 

dove R esprime la postulaiione del sistcma composto delle curve (i -^ i)-ple e del 
punti (/ *- 2)-pli rispetto alia superficie aggiunta ^ = o, pu6 condurre a due QU- 
meri dlversl secoudo che si abbia, pur no , riguardo alle modificazioni che subi- 
3ce 11 valore R quando » — 4 non supera un certo limite. Per p'^o \c due defi- 
nizioni conducono alio stesso numero. Fin da ora dichiariamo formalmente cbe mi. 
rapmuttninti del testo mtendiremo adoiiata la seconda depniiione. 

Veggasi a tal riguardo quanto h esposto nei n* 14 e 15 della Memoria del 
N d t h e r : Sulle curve multiple di superficie algthriche (Amtali di Maiemaiica V% ). 



340 

P%f ^ genere delta curva mobile M (variabiie coi parainelri del ^- 
stenia): intersezione residua di due superficie F(^). 

p^i i\ numero dei pimti moWli (m) (variabili coi parametn dri 
sistema) : intersezione residua di ire superficie F. 

Pel caso pnrticolarc del sistenia linearc cosdtuito di tune \c su- 
perficie d'ordine n si ha : 

/^o « 7(« + 0(« + 2)(n + 3) - I, A - 7(« - ^(^ - 2)f«- ji, 

P. = «'(« — 2) + I, /^, = «'. 

2. Sopra una superficie qualunque i^ , di un sLstema [F], le curve 
gobbe M formano un sistema lineare [Af ], definito, come per le curve 
piane, da tre numeri invariantivi ky py D; cio^ : 

i^, le dimension! del sistema, 

p^ il genere del sistema, ovvero il genere delta curva generica M, 
Dy il numero delle intersezioni mobili di due curve qualunque dd 
sistema . 

Nella specie si ha : i' = /)^ — r, p ==p^ , D ^ p^ . 

3. Analogamente, sopra una curva qualunque My del sistema [MJ, 
i gruppi di punti (m) formano una serie lineare 00^^' [(;r)] di gnippi 
(w) di p^ punti : tale , cioi , che dati ad arbitrio, sopra M , po "" ^ 



(*) La definUione data dal N 6 1 h e r per il ginert di una cun-a gobba A' in- 
tersezione residua di due superficie /, = 0, /^ = o, degli ordini i? 1 , »> , per Ic 
quali una curva Q k rispettivamente multipla secondo f\ , f, , uu punto Pi irispeiti- 
vamente tnultjplo secondo /, , /z » ed un punto Q^ h punto di conutto d*ordiae 
V — I , discende , in roodo analogo, dalLi considerazione delle superficie a»f;itaUe di 
Of dine If , -f- II} — 4> fir = o, deUa curva K. Questc superficie sono cosl definite, 
geomecricamente, e neU'ipotesi di singoIaritA ordinarie, che per esse : i^ ogni curvj 
Cj fc multipla secondo /, + 1 j — i; a* ogni punto Pi h di tale molttpiiciti che in 
detto punto I'aggiunta aj^ ha /, -^ /j " ^ intersezioni rlunite con cliscuao dei rami 
di K che passano per Pi ; 3** ogni punto j2v ^ multiplo secondo v — x. Si diiao 
stra allora che in una corrispondeoza univoca qualsiasi fra una curva gobbi A' ed 
una curva piana C (d' ordine m) gli 5 punti mobili , intersezione residaa di A" con 
una sua superficie aggiunta d' ordine if, + «, — 4, ^jj = o , si trasforroano n« 
punti mobiliy intersezione residua di C con una sua curva aggiunta d'ordine » -* 5i 
fen o, Cosicch6, detto^ il genere di ^ e C, si ha ^ = 2^ — 2 donde^ ts 1 j — i. 
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pund, i completainente determinate il gnippo (m) a cui essi apparten- 
gono, e per6 i ritnanenti punti il cui numero e p^ — />„ + 2. 

4. £ ovvio il far notare che la base di un sistema lineare [F] 
pu6 offrire le piCi svariate ipotesi : e per la natura delle singolariib delle 
curve e dei punti mulHpli (in particolare semplici) di cui ^ affetta la 
superficie generica F, e per la natura dei kgmni che possono interve- 
nire fra questi enti fondamentali del sistema : singolariti e legami i 
quali hanno , per ogni singolo problema , particolare dipendenza con 
Pordine del sistema. 

G6 premesso in termini generali, disdngueremo, fin da era, con la 
denominazione di gruppo base ordinatio (L\ relativo ad una superficie 
generica F, d' ordine n , qualunque sistema di curve e punti multfpli 
base che possa essere compreso nelle ipotesi seguenti : 

1° Delle curve i-ple (ordinarie) Q, d'ordine w., dirangor., con 
k-^ punti doppi effettivi. In un punto qualunque di Q gli i piani tan- 
gent! di F^ sono distinti e variabili coi parametri del sistema. 

2° Dei punti /-pli (ordinari) P;. 

3^ Dei punti semplici Q^ in ognuno dei quali due superficie qua- 
lunque del sistema si toccano secondo un contatto d'ordine v — i. 

4* Una curva Q passa con j]i rami per un punto Pi(i ^^ i). II co- 
no osculatore in P^ , ad F„ , non ha altrc generatrici multiple ed 6 va- 
fiabile coi parametri del sistema. 

5* Due curve C., C. hanno altri ifc.^ punti comuni (i^/). 

6** Per le curve Q ed i punti P; e Q, rimane escluso qualsiasi 
uiteriore l^me che tenda a specializzare le superiori ipotesi. 

7® L'ordine « di F^ a cui si riferisce il gruppo base ordinario (L)„ 
nm i inferiore ad un certo limite e, imposto dalla condizione che pel 
gruppo {L\ relativo ad una superficie d'ordine «, e pel gruppo (i')^^ 
[in cui le curve C^ ed i punti P^ di (L), sono considerati, rispettiva- 
mence , colle multiplicitii 1 — i ed / — 2] relativo ad una superficie 
d'ordine fi — 4, valgano, sen:(a modiJica:(ione alcuna^ le formole gene- 
ral! di postida:(ione date dal Not her (*). 



(^ SulU curve muUiple di superficie aigebricbe (Aimali di MaUmatica^ V, , ca* 
pitolo n). Cfir. ptrimenti Cayleyi On the RalUmal TransfomuUion hehiiem Two 
^aces (Pftocedrngs of the London Mathemtaicol Society ^ III, 1870, p. 179). 
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PrOPRIEtA DI UK GRUPPO BASE ORDIKARIO (L\. 

J . Un gruppo base ordinario (L). , dato ad arbitrio , e defioito 
come al n'^ precedente, appartenga, successivamente, ad una, due, tre 
(linearmente indipendenti) superficie F^ d'ordine n. 

V(^Iiam6 allora considerare quattro numeri A^^ A^^ A^, A^yCosi 
definid : 

A^ , I'abbassamento prodotto dal gnippo (L\ nel numero 

T(n + i)(« + 2)(« + 3) - I 

dcHe costanti arbitrarie di una F^ , ossk la posHilaiiane di fL). n^etto 
adF.. 

if, , Tabbassamento prodotto dal gruppo (L). nd genere 

7(«-0(«-2X«-3) 

di una F,. Questo numero vien dato, per defuiizione, dalla postukvfunu 
di {Ly^^ rspetto ad una superficie d' ordine n — 4, aggiunta di P.; 
dove iL)'^^ proviene da (L). ponendo rispettivamcnte i — i ed / — 2 
in luogo di i cd /. 

A^, Tabbassamento prodotto da (£), nel genere «'(« — 2) + ^ 
della curva comune a due F^ , ossia la differenza tra quest' ultixno 
numero ed il genere della curva M intersezione residua di due F^ do- 
tate del gruppo (L), . II numero A^ vien dato , per definizione, dalla 
mettii de\i* equivakn:(^a di (L). rispetto a due F, e ad una superficie di 
ordine 2n — 4 (aggiunta di M), per la quale ultima superficie le curve 
Cj , i punti Pf ed i punti Q^ di (L). sono rispettivamcnte multi{di se> 
condo 2f — I, 2/ — 2 e V — I. (*) 



(*) Nel numero A^ sono comprese, come casi particoltri, le forraole /*(/- 
ed -j* V (y ~ I^ che esprimono, rispenivaraente, gli abbassamenti prodotti di an pooio 
Pl (ordinario , isoUto) e da un punto Q^ , nel genere della curva intersesiane £ 
due superficie dotate det punti Pi t Q^, Questi due problemi flirono tratuti [W> 
tlcotarroente dal prof. N. Salvatore-Dino in unaNou: Sd gemrtidk carvt 
gobhe (Rind, ddia R. Ace. di NapoU^ maggio 1879), ed il primo di esst neli'ipoiesi, 
pid generate, del punto ( h h yplo di una curva gobba risulunte dall' intersenooe £ 
due superfide per cui Pi k, rispettivamente, /, -plo, /, -plaOra egli & cfaiaro cbe qx- 
ste formole, ed altre simtli, discendono immediatamente diUa defiotiioiie di N dt h e r 
(MM. Ammkm^ VOt , 1875) ddle superficie aggiume £ uiu oorva gabb* (vodi It 
DOU della p. }4d). 
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J^ , r abbassamento prodotto da (L)^ nel nutnero n^ dei punti 
comuni a tre F., ossia V equwaltnt^a di (L\ rispetto a tre /^.. 

Cio posto, adoperando le formole general! di equivalenza e di po- 
stulazione (Nd th er, loco citato, cap. I e II) si perviene immedigtamente 
alle espressioni di A^^ A^^ A^y Ay Ne diamo, senz'altro , i risultati 

che s^iuono, dove : i° la somma doppia ^; s' intenderil estesa a tutti 

if 
I punti d' intersezione delle curve Q prese due a due, eccetto quelli che 

cadono net punti P^ , e a tutt' i punti doppi efFettivi di ogni curva Q; 

2^ la somma doppia ^; s' intender^ estesa, dapprima a tutt' i rami delle 

f/ 
curve Ci che passano per un punto P^ , e poscia a tutt' i punti Pi : 



-2;'f»o+o(3>-«+o*./+ 



V 






a 



+ StHv+0- 



jLi 



^. =2i'7'('-»)K3«-2'-S)«*-7(2«-i)»'.j- 

i 

-27»('-»K3/-2«-a)y,/. 
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t 

-2Tt'(2'-0(2/-»-)+r(2/-l)|*„ + 



'» 



f 

if 
/ 

if 



Ora, siccome ^ £acile verificare, si ha 3 s^guente teoretoa: 

Teorema I. — Fra i numeri A^^ A^^ A^^ A^ rdatwi ad un (nf- 
po base otdinario (L)., dato ad arbiirio^ e defimto come d tf ^ esisUk 
relatione: 

i<„ — i<, + i<, — i<, « o. 
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I SISTEMI LINEARI 01 GENERE ZERO. 



6. Sia [F] un sistema lineare quatunque^ irreduttibile» di superficie 
unicursali F d'ordine n^ detenninato dalla base, e definito (n^ i) dai 
numeri invariantivi po» Pi '=' o^ Ptf Py 

Supponiamo che il sistema [F] sia tale, che, sulla superficie ge- 
nerica F, il sistema lineare [M] di curve gobbe M, definito (n^ 2) dai 
numeri invariantivi h '^ p^ — ^y P ^ P%y -^ *" P3 1 ammetta : 

im sistema lineare subordinato di genere zero, ovvero, 

un sistema lineare subordinato di genere uno e dimension! > i . 

Poichi y per definizione, la superficie unicursale F k rappresenta- 
bile punto a punto sopra un piano imagine n, ne segue che il ststema 
lineare [M] » di F , sari rappresentato in n da^ un sistema lineare di 
curve plane , dcterminato dalle singolaritb base , definito dai numeri 
k ^ pQ — ^9 P '^ Pa ^ ^ P^i c tale che in esso 6 contenuto un si- 
stema subordinato di genere zero , owero un sistema subordinate di 
genere uno e dimension! > i . Ora in tal caso, pel nostro teorema sui 
sistemi lineari di curve plane, si ha : 

k+p^D-^i^-o ossia p^ + p^ — ^^ - 2. 

Possiamo quindi enundare il s^uente teorema : 

Teorema II. — Se un sistema lineare qualunque [F] di genere :(erOy 
diUrminaio dalla base^ h tale che sulla superficie generica F il sistema li* 
lineare \M\ ammeile un sistema lineare subordinato di genere s^ero, cv- 
vero di genere uno e dimensioni > i , allora fra i numeri invarianHvi 
Po» Pi > ^j* ^ sistema [F], esiste la relas^ione: 

Po+P^-P,'-^' 

7. Pel caso particolare dei sistemi omaloidici di Cremona (si- 
stemi lineari 00^ di superficie unicursali, tali che tre superficie arbitra- 
rie si segano in un sol punto mobile) il teorema precedente con- 
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duce immediatamente alia seguente proposizione , nota per aitra via ; 
Ogni sistema omaioidko I campletamenie determinaio dalla base. 

I SISTEMl LINEARI DI GEMERE QUALUNQUE. 

8. Sia [F] un sistetna lineare qualunque^ irreduttibile, di soperfi- 
ck algebriche F d'ordine n, detenninato dalla base e definito dai nth 
men invariantivi /r^, />,, p^y p^. 

Supponiamo che j1 sistema [F] sia tale : che un gruppo base or- 
dinario, qualunque, (L). , dato ad arbitrio e definito come al n'' 4, possa 
determinare in [F] un sistema lineare subordinato [P] di genere zero, 
fl quale soddtsfi alia restrizione dell' enunciato 11, cioi, che in [P] il 
dstema lineare [ilf ] sopra la superficie generica P ammetta un sisttou 
subordinato di genere zero ovvero di genere uno e dimension! > i. 

G6 posto, indicando con po» ^ 9 p[y Pi ^ numeri invariandvi dd 
sistenu [P] e con A^, A^, A^y A^ i numeri relativi al gruppo base 
{LX, definiti come al n^ 5, si zvA evidentemente : 

d*oiide: 

P'^+P\-P\~P<.-P^ +A-^5-K-^. +^.-^.)- 

Or siccome (I) 

i<« — .^, + -^, — ■<<, — o. 

ne s^ue che 

Si ht quindi il segoente teorcma geneiale : 



HI 
Teorema nL — 5e un sistema Imeart qudlunqm [F], determinato 
datta base , h tale cbe un gruppo base ordinario (L\ , daio ad arbitrio^ 
possa dettrminarvi un sistema subordinaio [P] di genere lero^ il quak goda 
la proprieta che il sistema lineare [Af ] , sopra la superficie generica P , 
ammetta un sistema subardinato di genere lero , owero di genere uno 
e dimensioni > i , allora fra i numeri invariantivi Po» Pif p^y P^t del 
sistema [F], esiste la relatione: 

Po—Pt+P.-P,^^' 

« 

ApPLICAZIOKI. 

9. In un sistema lineare qualunque [F]^ determinato dalla base^ 
e definito dai numeti invariantivi p^y p^^ p^y p^y supponiamo, unic«^ 
mente, p^ ^ i. Egli h evidente che in tal caso sari p^ > 2. Possiamo 
quindi assumere, in [F], quattro superficie F, , F, , F^ F^ linearmeotf 
indipendenti. Se ora consideriamo , ad esempio, la curva M detetmi^ 
nau da F, , F, ed il fascio di superficie (F^ F^), egli fe chiaro che ogni 
superficie di questo fascio incontreri^ M in uno, ed . un solo , punto 
mobile. Da cui ricavasi che la curva Af & razionale; e per6 nd sistema 
[F] : Pt ^ 0. Poichi ora la superficie generica F possiede sempre una 
serie 00' di curve razionali situate ad una ad una suUe superficie d'un 
fascio, ne segue a dirittura, per un teorema di Ndther (Math. Am^ 
nalen, UL, p. 173) che la medesima i rappresentabile punto a puno 
sopra un piano; cio6 />, = 0. Or essendo pi ^ 0, p^ ^ o^ p^^ i^ 
in virtA del teorema III (la cui restrizione net caso attuale h soddisfiitta) 
si ha p^ — 3. Riassumendo : Posto p^ » i, ne segue, necessariamvitei 
p^ e. 3, ^j = o, ^, = 0; e per6 il sistema [F] fc omalaidico. 

Supponiamo ora, se h possibile, che il sistema [F], per cui ^^ » i, 
non sia completamente determinato dalla base. Sia ts^ il numero delle 
sue dimensioni e il numero delle condizioni lineari cui soddisfii la 
superficie generica F oltre quelle assorbite dalla base. Sari allora, ai#^ 
desimamente y %'> 2, e pel ragiotoamento precedente : «^ -f- 1 m )>, 
Da cui ricavasi » 0. Cio& : un sistema lineare qualunque di superficie 
algebrichey tale cbe tre superficie arbitrarie si segano in un sol punijb Df9« 
Uky iy necessariamentCy determinato dalla base. 
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Posstamo quindi enundare U s^uoite teorema : 

Teorema IV. — La condiiione necessaria e sufficiekte affincbc w 
sistcma lineare qualunque irredutiibile di superficie algebricbe sia mi^ 
STEBCA OMALomico, i cht tfc supcrfick arhiUrofit si segbino in un spl pwto 
mohiie. ( •) 

10. G riserbiamo di far conoscere, in un altro lavoro, in die guisa 
il teorema III permette di estendere, a superficie dotate di singolaiid 
qualunque, i teoremi di Jacobi (•*) e di Reye (*^) sulla cum, 
e sui pund, d'intersezione di due, e di tre, superficie generali. 

Fnittanto, a titolo d' esempio, indicando con (r) un gruppo host 
quaiunque e con F^ , F^ , ... delle superficie dotate del gruppo (r) , 
linearmente indipendenti, td il cui ordine n non sia inftriore ad un certo 
UmiU t imposto dalla condi^iont che il sistema lineare [F] soddisfi atk 
resirifione deU'enunciato in, si hanno immediatamente le seguend pro- 
poudoni: 

Teorema V. — DeUe p^ inlerse:(ioni di tre superficie F, , F^^ /^ , 
p^ — p^ sono cons^uenia del rimanenti p, — P^^ Py 

Teorema VL — Ogni superficie F„ chepassiper p^ — A + A + ^ 
punti arbiirari deUa curva ulteriore inter se^ionc di due superficie F[y F^, 
la cantiene per inkro. 

Pd caso pardcolare delle superficie generali d'ordine n si ritnmno 
t nod teoremi: 



(*) Ragionando alio stessomodo si perviene, in virtd del teorema >=:D— ^+ ^ 
alia proprieU aoaloga nel piano, ctoi: La condixiotu necb$saria«< sufficients ef- 
finM un sisUma lineare qualunque irreduUibiU di curve algebricbe piane situmaun 
(MkloafiChf i ebe due curve arbitrarie sUneontrino in un tol punio mohiie, 

{^) De relaUambus , quoe locum habere debenl inter puncia intertectionis deanm 
iurvnnm, etc. (CrMs Journal, XV, 1836, p. a8$). 

(*^ Diealgebraischen Fldcben^ ibre Durcbdringungscurven, SckniUpunkU und fr9' 
fecUvisdie Bxeugung {Maihem. Annakn, 11, 1870, p. 47$}. 
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Le n^ inter5e:^umi di tre superfaie gftierali t ordkie n sono indwi-- 
duate da 7«(«* + 6« + ii) — 2 /ra esse. 

Ogni superficie £ ordine n cbe passi per ^n{n^ + Gn-^- li) — i 

punii arbitrari della curva comune a due superficie d* ordine n, la contiem 
per intero. 
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INTORNO AD ALGUNE FORMOLE 



NELLA 



TEORICA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE 



Nota del prof. M. L Albeggiani, a Palermo. 

(Sidute del 24 apnk e del 22 maggio iSSy) 

I. Nel gennarodel 1879 il signorCayley comunic6 alia Sociedi 
matemadca di Londra il seguente teorema (^ : 
se 

(a) X + x. + x^ + x^^o 

si ha : 

I ife" 

ove si i scritto : 

^ij ^iJ ^i P^ snjc., cnx., dnx.. 

Nel febbraro dellostesso anno il signer Smith (**) nelcomuni- 
care alia detta Societi alcune sue ricerche intorao al prodotto di quattro 
funzioni 6, fece applicazione delle formule trovate al prodotto di quattro 
funzioni abeliane, e, nel caso in cui la somma dei quattro aigomenti 
X soddisfacesse alia relazione (a), ottenne per le funzioni sn, en , dn 
cinque formule la prima delle quali coincide con quella trovata da 
Cayley. 

Lo stesso signor Smith consider6 ancora il caso pardcolare in 
cui uno degli argomenti fosse ^uale a zero ed allora pervenne a for- 
mule piu semplici le quali , come egli osserva, sono facilmente verifi- 
cabili per mezzo delle formule di addizione delle funzioni eliiitiche. 



(•) Proceedings of L. M, S.y X, pag. 43. 
(••) Idem, pag. 97. 
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Alia fine del voL X id Proceedings of L. M. S. si trova un* aggiunta 
del signor Glaisher^ comunicaca al signor Tucker, nella quale le 
formule dei signori Cayley e Smith sono ottenute per mezzo di 
altre che alia loro volta si ricavano dalle ordinarie formule di addizione 
delle funzioni ellittiche. 

Pertanto ^ da osservare, che le formule trovate dal signor Smith, 
nel caso in cui uno degli argomenti fosse nullo, coincidono con cinque 
delle sedici formule di addizione date da Jacobi nella sua memoria 
(f Sur la rotation d'un corps )> (*). Inoltre il signor Schroeter in una 
lettera diretta al signor Mittag-Leffler (**) ottenne direttamente la 
relazione di Cayley partendo da due delle sudette formule di Ja- 
cobi. Infine la formula di Cayley fu anche dimostrata dal signor ' 
Hermite per mezzo del teorema di addizione delle funzioni di 2* spe- 
cie (***). 

2. Egli ^ scopo della prima parte di questa nota discutere in modo 
aifatto generale i procedimenti per i quali, muovendo dalle menzionate 
formule di addizione di Jacobi, si possono ottenere altre relazioni del 
lipo di quelle irovate da Cayley e da Smith: nella seconda .parte 
ricavo effettivamente queste ultime dalle prime merc6 operazioni le 
quali, soltanto nella forma, difieriscono dai metodi gcnerali esposti nella 
prima parte : nella terza infine mi propongo di trovare per le funzioni 
(7 di Weierstrass formule analoghe alle sopra ricordate di Jacobi 
e di ricavarne quindi altre delLi stessa natura di quelle aUe quali per- 
vennero i signori Cayley e Smith. 



I. 



3. Prendendo in esame le sedid formule di addizione date da Ja- 
cobi nella menzionata memoria, le quali, come egli dice, sonoaltret- 
tante equazioni tra le fiinzioni seno , coseno e A dicerte am:c., amx. 



(•) Jacobi : GesammeJte Werke, II, pp. 289-352. 
(**) Acta matbemaiiea, V, pag. 203 
(•••) ibid., I., pag» 368. 
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ed am(ir| -f xj)^ si osserva , che, a meno delle prime quamo, le ri* 
maneaii dodici si possono distribuire in sei coppte tali cbe una delie 
fermule dell' una coppia si ottiene dair altra con lo scambio dei due 
flgomenti x^ , Xj cbe vi sono contenuti^ cs$q perci6 si ridocono a sole 
sei di tipo diverso cbe, insieme alle prime quattro , diuffia in tutta 
dieci fbrmde i cui difieremi cmnini sono composti in modo che mai 
SI tfova la stessa amplitudine in due fattori dello stesso termine* Sif- 
£atte dieci formule si possono pertanto distinguere nei due seguenti si- 
smni: 

[A\. II sistema formato da quelle di esse per le quali le iunziom 
ellkticbe degli argomenti x^^ x., che enirano come fattori in un ter- 
mkie, sono della stessa specie; tali formule sono quattro ed in nes- 
suna di esse si contiene la funzione seno dall'an^litudine di x^ + x.. 

[B]. n sistema fomato dalle rimanenti sei formule per le quali le 
fimzioni ellitticbe degli argomenti jc., x.^ che entrano come &ttori in 
ua termine , sono di specie diversa i in ognuna di queste si contiene 
la fonzione seno dell'amplitudine di x^ + x.. 

Le formule poi del sistema [A\ e quelle del sistema [B] vanno 
dassificate ancora come segue : 

a) Fonnule per le quali la funzione ellittica delPai^omento jc^ + ^ 9 
che si tvova a £more in un termine, h della stessa specie di una, (o 
di entvambe) delle fimzioni ellitticbe d^li argomenti x^ , x. che entrano 
come fattori in quel termine. 

^) Formule per le quali U funzione ellittica delPargomento x. + <x^ , 
che si trova a fattore in un termine, h di specie diveisa delle ftrnzioni 
ellitticbe degli argomenti x^ , x- che entrano in simil modo nello stesso 
termine. 

n gruppo [A, a] comprende solo una formula, essa contiene en- 
trambi i quadrati dei moduli £, ^ ed i unica del sup tipo. 

n gruppo [A , P] ne comprende tre, delle quali due contengono 
uno solo dei quadrati dei moduli cio6 rispetdvamente k^ o V*, Taltra 
neisuno. 

La formula [A^ a] e le altre [A, ^] contengono inoltre soltanto 
le funzioni coseno e ^ dell'athplitudine dx x^ + x^. 

n gruppo [By a] comprende tre formule, in una delle quali si trova 
il quadrato del modulo JEr, in un 'altra il quadrato del modtda i^, nelb 



353 
tensa olcuoo dei due moduU; di esse pd I'uldma contiene le funzioni 
scao y coseno , a ddl'amplitudine di x^ -f ^y> ie due altre contecgono 
I'tma il seno ed tl coseno Taltra il seoo e ^ delk stessa aniplitudine« 

U gruppo [B^ p} comprende pure tre formule , in nessuna delle 
quail si trovano i moduli A, A'; di esse poi una contiene tutte e tre 
le funzioni seno, coseno e a deiramplitudiue di jc. -^ x., le due altre 
cootengopo Tuna il seno ed il coseno, Taltra il seno e ^ delta stessa 
amplitudine. 

4. Oltre alle notazioni poste sopra si convenga di scrivere per brevitit 

^ri>c»l>ii P«r sn(jf, + x^, cn(^, + x^, dn(x. + ^), 
allora, in virtu della (a), si ha : 

porremo in s^ito semplicemente s, j, d per j^y, — j^ ; c.j , e^ ; d^. , i^ . 

5 . Dopo quanto si i detto le equazioni die dobbiaoio constderare 
sono della seguente forma : 

[A] ♦(c, (O-o ♦,(f, (0 ==0 ♦.(r, (0 = ^,(c,d)^o 
[B, a] ^^\(s, c,d)^Q v,(5, 0-0 ^3(5, d) - 

[5, p] n.(j, (:, (0 =^ n,(x, ■= o 0,(5, d) « 

esse sono lineari omogenee nelle s^ c,dy it le intenderemo scritte per gli 
argomenti x^ , Xj , x. + jc^. , le diremo perci6 appartentnH al gruppo (ij)\ 
riguardo poi agli aigomenti x^^ x^^ x^ -]- x^ si possono scrivere altre 
equazioni della forma delle precedent!, le quali diremo isomorfe di quelle 
ma appartentnH al gruppo (pq): denoteremo con Z' » o Tisomorfa 
di Z -a o. Indicheremo pertanto con <t, y, S, e, con un convenientc 
indice, i coefficient! rispetdvamente di Sy c, d^ i in una di quelle o« 
quazioni, saranno allora — ^ 0', y', j'^ e' i coeSicienti di s ^ c y d ^ i 
nella sua isomor&. 



354 

Egli h chiarOy che, eliminando le quantiti s, ^, ^, i da ccrtune 
delle precedent! eqi:azioni opportunamente combinate con le bro iso- 
morfe^ potranno ottenersi delle relazioni nei coefficiend delle equaziooi 
dei due gnippi le quali , pennutando il gruppo (if) nel gnippo (pq) 
e viceversa, ritomino in s4 stesse, astrazion facendo, al piii, d'un fet- 
tore costante. 

Si considerino infotti due delle equazioni [A] e le loro isomorfe doe le: 

(2) *A =- o *4 « o 

(2') 4>; « *; - o. 

Eliminando r, o ^f, o i tra la prima delle (2) e la seconda delle (2') 
non che tra la prima delle (2') e la seconda delle (2) , si ottcngono 
le due equazioni : 

(*;, **) = o 

delle quali Tuna 6 Tisomorfa dell' altra » eliminando quindi tra queste 
d, 1; o ly c; o c, d rispettivamente , detti E, H i coefficiend delle 
variabilis si trovano relazioni della forma : 



(3) 



S H 

E' H' 



= o 



il cui priiiio membro nnita soltanto di segno col mutare il gruppo {ij) 
nel gruppo (J>q) ^ viceversa. 

Si considerino ora tre delle equazioni [A] e le loro isomorfe p. es. le: 

(4) *A = o *i = o 4>^ = o 

(4') 4>i = o *;; = o 4>; = o. 

Eliminando r, (/, i tra una delle (4), p. es. la prima, e due delle 
(40» ^^ V^^^^ ^'^^^ isomorfe delle due rimanend (4) , dot le due ul- 
time, si trova : 

(J) (♦* , ♦; . ♦o = 0. 
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eliminando invece c, ^, i tra una delle (4'), p. es. la prima, e due 
delle (4), le quali siano isomorfe delle due rimanenti (4'), cio^ le due 
ultime, si ha : 

Le relazioni (5), (5') sono non soltanto isomorfe ma identiche, 
inhtd eliminando Cy d, i tn le (4) si ottiene la : 

ora scrivendo al posto degPindici p, q gPindici f, / le equaztoni : 

*j = o ♦» «■ o *^ = 
o le : 

♦j =■ o ^j ■■ o */ »B o 

si mutano le une e le altre nelle (4), quindi per questo solo fatto di 
scrivere al posto degrindici p^ q grindici 1, / rispetrivamente la (j) e 
la (j') devoixo mutarsi nella (6), onde deve aversi : 

e per6 il primo membro della (5) ntoma in si stesso quando si per- 
muta il gruppo (if) nel gruppo (J>q) ^ viceversa. 

Prendansi infine a considerare una delle equazioni [B^ a] e la cor- 
rispondente delle [By p] non che le loro isomorfe, cio& le ; 

(7) "VkOs Xyy)^o nfc(x, Xyy)^o 

(7') "Ki^y Xyy)^o oK^, Xy y) - o, 

ove si h scritto Xy y m luogo H Cy d o ^x Cy i o ii dy i. 

Eliminando x o y tra la prima delle (7) e la seconda delle (7Q 
non che tra la prima ddle (7') e la seconda delle (7) si ottengono 
le relazioni : 

(8) 

(vJ,:n,)-o 
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k secondn delle quail i risomor£i deUa prima, elimin&fido quindi tra 
queste s^ y o s, x lispemvamente, detri B, H i coeffidenti ddle varia- 
bilis tenute present! le (i), si trovano relazioni della forma : 



1 



(9) 



S H 



il cui primo membro ritoma in s& stesso mutando (if) in (p;) e vi- 
ceversa. 

Ove le'(8) intendansi ottenute eUminando, nd modo detto, s dalle 
(?)> (7')> I'eliminazione ix x, y dalle stesse (8), in virtu scmpre ddie 
(i), di una relazione della forma : 



S H 

H' H' 



= 



la qnale rientra in quelle di forma (4). 

6. I coefficient! di s, c^ d^ i nelle equazioni [A\^ [B] sono iun- 
zioni delle 5^ , s^ , c^ j c. , d^ , d^ : quelle di esse funziom differend solo 
nei coefficienti le indicheremo con una stessa lettera, rendendo esplidto 
il s^o ove occona; allora, dando uno sguardo aUe relazioni serine 
da Jacobi nella menzionata memoria, si osserva che i dodici coeffi- 
cienti contenuti nelle equazioni [A] possono essere distribuiti come 
s^ue : 



(Q 



r 


i 


e 


X 


p 


— V 


<* 


— V 


P 


V 


— {* 


X 


p 


X 


— V- 



per modo che in ogni riga ed in ogni colonna non si trovi due volte 
la stessa lettera. Si passa evidentemente da una delle equazioni [A] ad 
un'altra permutando fra di loro due delle lettere >, (a, v, p e di con- 
seguenza pure le rimanenti due. 

Le equazioni poi [B, a] e le poii^^ndenti [B, fi] possono scm- 
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pre essere scelto in modo die, indkando come sopra con x, y le quan- 

titi L\ d o Cy 10 (/, I che vi cntrano, abbiasi per t loro coefficienti 
Tuna o Taltra dcUe posizioni: 



(A) 



G 




» 


1C 


T 


— ? 


T 


— w 


-/. 



(A) 



G 


• 5 


t\ 


IT 


T 


— ? 


? 


-L 


— ^ . 



II quadro (C) mostra, che comunque scclgansi due delle equazioni 
\A'\ i coefficienti dei lore termini, astrazion fatta dal segno, soddisfano 
ad una jjelle tre relazioni seguenti : 



A^ = e, 



K 



scrivendo quindi per sempHciti : 



per 






e cominciando con reliminare fra una equazione \A\ e risomorfa di 
un'altra la quantiti d o Tuniti se A = e ecc. si trova che le relazioni 
di forma (3) riJuconsi alle s^ucnti: 



(10) 



(Xv')-({ipO-0, 
(f^V)-(>p')-o. 



In ciascuna di queste relazioni (10) entrano tutte le lettere \ (a, 
V, p percio e chiaro, che, operando nel modo anzidetto sopra due qua- 
lunque equazioni [-4], oltre delle (10) non possono ottenersi altre re- 
lazioni della forma delle (3). 

Scdte orii tre equazioni [/f], rappresentate da tre determinate ri- 
ghe del quadro (C), ed esegdta I'eliminazione delle quantiti Cy d^ i 
tra Tuna di esse e le isomo^ie delle altre due, owero, che k lo stesso 
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come fu visto, tra due di esse e risomorfa della terza, tenute presenti 
le (lo), si perviene alia : 

(ii) XV — (ji(ji' + vv' — pp' = o, 

la quale evideqtemente noa varia comunque scelgansi le tre equa^doni 
[A], infetti due teme di equazioni [A] diflferiscono solo per una equa- 
zione , si passa quindi da uiia tema air altra peraiutalido fra di loro 
due delle lettere X, {ji, v, p e di conseguenza le altre due. 

Si elimint mfine tra una equazione [5, a] e Tisomorfa della cor- 
rispondente [5, pj prima x o y secondo che la posizione dei coeffi- 
cienti h la (D^ o la ^(Z),), cioi secondo che c «- $ o d «= 7;, quindi 
si open nel modo sopra espoSto , si trova allora che le relazioni di 
fonna (9) riduconsi alPuna o all'altra delle : 

■ 

r<p' + <pir' + TX' + yy = o, 
(12) . • 

zt' + tit' +'9X' + X?' — 0. 

Si osserva }>er6 ch6 le due posizioni (D,), ( D,) non debbono es- 
scrc considerate contemporaneamente , infatti esse dinno luogo alb 
terza : 



(A) 



la quale rappresenta due equazioni del tipo [B, P] entrambe nelle stesse 
Sy Xy yy tali cipi che Tuna puo ricavarsi dairaltra merci lo scambio de- 
gli argomenti x. , x^ fra di loro, ma equazioni siffatte non sono da con- 
siderarsi simultaneamente ' essendosi convenuto di avere riguardo sol- 
tanto ad una di tali formule, quindi le (12) riduconsi ad una sob di 
esse, p. es. la prima rispondente alia posizione (Z)J. 

7. Fu gii detto che le quantita X, ja, v, p e le altre r, t, 9, 7. 
sono funzioni delle 5. , s- , c. , c^ , d- , d^ 6 per6 supponendo che una 
riga del quadro- (C) , p. es. la seconda, rappresenti quella delle equa- 
zioni [A\ indicata con [A, oc], mentre 1^ altre righe dello stesso qua- 



ff 


<; 

• 


VI 


T 


— IT 


-X 


9 


— L 


— w 
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dro rappresentano le riraanenti equazionr[^, cioe le [A^ P] prese in 
un certo ordine, dopo quanto fu esposio intomo al niodo di essere di 
tali equazioni, indicando con F, G, H segni di funzioni, poich^ allora 
p non dipende dalle s^, s.^ c. . . . , si ha : 

9 

Del pari, avato riguardo alia p.osizione (D^) ed a quanto si disse 
intorno alia natura delle equazioni [£, ^], si pu6 porre : 

r - MO;), T - N(x,, y,), 9 - P(x.,yX X - Q(s) 

ove My Ny Py Q sono pure segni di funzioni. 

Pertanto, poste queste notazioni, le relazioni (lo), (ii) e la prima 
delle (12) diventano ; 

F(s, , 5,.) G(c^ , c^)-F{s^ , 5,) G 0-, . 0-H(d, , d,HH(d, , rf,)-o, 

G (<.-. , <.•,.) H{d^ , rf,)- G (<:, , c,) if(rf.., d)-F{s, , x.)+/^(., , .,)=o, 
(n') Fis, , i.) F{s, , 5,)- GG-. , c,) G (c, , c,)+ H(d, , d,) H{d, , d,)-i =0, 



n. 

8. II metodo gencrale, csposto ncUa prima parte di questa nota, 
mercc il quile si perviene alle relazioni (lo'), (ii')> (12') consiste es- 
senzialmente nello eliminare le quantiti 5, c, d, i fra alcune delle equa- 
zioni [//], [B] e le loro isomorfe : qui appresso con Taiuto di oppor- 
tune operazioni eseguiremo cffettivamente tale eliminazione fra le equa- 
zioni di Jacobi sopra classificate. * 



*> 
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Si considerino pertanto tre equazioni del sistema [A] e propria- 
mcnte 1' equazione [A , a] contenente entranibi i quadrati i* , i" , e 
due equazioni del gruppo [A^ P], Tuna contenente il sob quadrato 
k^, Taltra non contenente alcuno dei moduli, esse sono : 

(i) A* c^ Cj c — d.djd + k'' = o, 

(2) k's.s.c + d — d^dj == 0, 

(3) c + s^s-d — c^ c. « 0. 

Corabinando la (2) con Tisomorfa della (j), la (3) con risomorfa 
della (i) e la (i) con risomorfa della (2) si ottengono rispettivamente 
le seguenti relazioni : 

c\d\i = d^d.s^s^ — c^c^ : k^s^s.CpC^ — d^d.: S 

(4) c:d:i =^c, c.d^d^— V^s^ s. : C : k's.SjC^c^ + d^d^ 
c:d: I « D: k'c.c-d^d^ + ieV's^s^:k'd^d^s^s^ + A\",r. 

ove si 6 scritto per breviti : 

S^k's^s.5^s^--i, C^k'c,c.c^c^ + k^\ D = d,d.d^d^--h'\ 

Combinando in modo analogo I'isomorfa della (2) con la (3), b 
isomorfa della (3) con la (r) e Tisomorfa della (r) con la (2) sitro- 
vano altre relazioni della forma delle (4) le quali si potrebbero anche 
ottenere, come h evidente, pemiutando nelle stesse relazioni (4) gl'in- 
dici if j con gl'indici /), q rispettivamente. 

Dalle (4) e dalle loro isomorfe si hanno le seguenti altre relazioni: 

(S)i {c.c.d^^ - *''V,)^ « Cc (6) {k^c.c.s^s^ + d,d)d = C 
(k' d^d^s^s^ + k' c,c)c - D \k' d^d. c^c^+ k' k'' s,s) c - Di, 

Sommando corrispondentemente la prima, seconda, terza delle (5) 
<;on la prima, seconda, terza delle (6) ed aggiungendo ai due niemhri 
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dt ciascuna di queste somme rispettivaiiiente 5, Cd, Dc si trova : 

s.SiP- (c,c. + J,rf. + I) = (, + rf + I) 5 

(7) r,..(iP-(rx,i.-rf.d. -nd'^{c + d+ i)C 

(f.(i.cP + (it* A" J,Jy + *'c,c,. ^ Jf*)^ - (c + li + i) i) 
ove: 

Ora I'altra formula chcinsieme alle (2), (3J appartiene al gruppo 

(8) d^d|C ^ c]c-d + k'^s.s. «* 0, 

per rae^szo <li questa e delle (i), (2), (3) si puo, sottracndo dalla pri- 
ma dellc (j) uioltiplicata per k'* la seconda ed aggiungendovi la terza, 
pcrvenire ad una nuova formola dal cui primo membro si saranno ve- 
iiuti eliminando P ed i prodotti 5,iy, c^Cj^ d^d^^ essa i la seguente; 

(9j (I + c + d){h!'S—C+ D + 2]^') - D. 

Questa (9) deve essere idcnticamente soddisfatta dagli argomenti 
X legati dalla relazione (a). 

Moliiplicando il primo membro della ( 9J per il prodotto : 

( I + c — d){i — c + d)(i —c — d) 

essa divcnta : 

fic\ d') . (it'*5 —C+D+ iV') = 

ovc il fattore /(«;*, ti*) puo ancora mettersi sotto una delle forme : 

dove le 9 indicano polinomi di 2** grado rispettivamentc in 5% c* , d^ 
in cui, nel caso piii generale di non degenerescenza delle funzioni eUt- 
tiche (^)y i coefficienti dei termini di grado zero non sono nuUi, onde i 



(•) La discussionc chc segue potrcbbc csscrc condotti come quella piti jVaflfii 
(III, n^ i>). Ivi pertanto si troveratino esiminati coii ^rdcoljvit^ { c«si 4K <i0(;0fie*- 
rcsceuz.1, adopcrando le notazioni introdotte di Weitprstrass, 
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valoridell'argomento x^ + x. (o x^ -f jc^) che soddisfeno alla/(i;\ (P) = o 
not! soddisfano ad alcuna delle : 

(lO) 5 « O, r — O, d « O. 

Pertanto la (9) puo mettersi sotta la fomia : 

(") ?.(^*). (,f^"S —C+D + 2^) « 0/ 

Ora, posto x^ 4 jr. - — (x^ + x^) « 3^, si ha : 

^; -'J' — ^i> \= -y — Xp 

e pero dovendo la (11), come si disse , essere identicamentp soddi- 
sfatta dai valori degli argomenti x legati dalla relazione (a) , il suo 
primo membro diventera identicamente nullo quando per x-, jc^, visi 
sostituiscano le espressioni trovate in funzione di y, ;c^, Jc^,.allora pero 
il fattore di 9^ (j*) diventa una funzione delle variabili indipendenti y, 
\i ^py pu^ quindi la (11) porsi sotto la forma: 

(12) ?,(O'^0'» ^o ^^)=-o 

dove s 6 funzione di y. La (12) deve essere identicamente soddisfatu 
da valori qualunque di ^ , x. , x^ , ed inoltre* si osserva , che per gli 
stessi valori saranno pure identicamente nuUe le altre funzioni delle 
variabili y, x^ , x^ le quali si ottengono derivando piu volte rispctto 
ad y il i® membro della(i2). Eliminando 9,(5*), ^\{f)y i\{f) ^^^^ 
f 12) e le relazioni cl)e si trovano in tal modo col derivare due volte 
rispetto ad y la stessa (12) si ha : 

iscL F(y, X,, Xp) = o 
cioi : 

(13) scd.ik^'S-' C + D + 21'') - o 

la quale, come la (9), i pure soddisfatu identicamente da tutti i valon 
d^li ai]g;omenti x legati dalla coqdizione (a). 
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Ora se r + (/ + i ^ o, dalla (9) si ha identicamenlc s 

ri4) 'k^'S - C + D + 2if' « o ix^ + x. + x^ + x^^o). 

Se per6 i valori che si dinno ad \y sono tali da soddisfare iden^^ 
ticamente la 

c + d + 1 ^ 

ailora , poich^ gli stessi valori non soddisiano nd alcuna delle (id) , 
dalla (13) si conclude ancora identicamente la (14), 

Sostituendo nella (14) ad 5, C, D le loro espressioni e riducen- 
do si trova : 

■ 

che i la formula segnata (i.) dal signor Smith ed k pure la formula 
di Cay ley. Essa ha la forma della (11'), (I, n' 7). 

9, Si consideriao ancora le (5) e si permuti in esse la coppia 
(if) con la (pq) si trova: 

kUiCfSpS^ — d^d^ « Sd 

(15) (d,d^c,c^-^k!^s,s^)d^Cc 

(k'SiSfdpd^ — *%^,)c « Z). 

Sottraendo queste rispettivamente dalle (5), cio6 la prima delle (15) 
dalla prima delle (5) ecc, si ha : 

(II j k* s, Sj Cf c, - *' c, Cj Sf Sj — d, df + dl, </, - , 

(16) (c,Cj dfd^ — d,d. CfC, — V*s,Sj + V^s^s^ </ « o , 

(17) id,di SfS, — SiSf dfd, + c^C/ — c,c,) c = o. 
Le (16), (17), posto Xj -\- Xj ^ y, sono dclla forma : 

F(y, X., *,). f (jy) « 0. 
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Differenziando questa rispetto ad y si ha, come sopra fu osservato: 

€ poicht, nel nostro caso, 9(y) 'e -, - non sono contemporaneamente 
nullcy in ciascuno dei due casi : 

?('y)<o, 90;) =0 

« 

si trova sempre: 
cioi : 

« 

(IV). <rf,.r,f,^j,j,.rf^4 + c,c,.-f,c, = o. 

Le formule (II) , •(HI) ,• (IV) coincidono con quelle senate (ii.), 
• (iii.), (iv.) dal signer Spiith.Esse hanno la fijrma delle (lo'), (I, n' -} 

10. Consideriamo ora due equazioni del sistema [B] e propriamente 
Ic due lineari omogenee in j, r, rf, Tuna appartenente al gnippo [B, »: 
Paltra al gruppo [B, P], cioi le: • 

(i8) ^*.f<f'+ »j<^,c — Cjd.d = o, 

(19) ' c,djS — s^c — Sjd "^ o. 



>,\ 



Combinando la (18) con I'isomorfa della (19) si trova : 
onde : 
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pennutando in qucsta gl' indici i, ; con grindici^, q rispettivamente si ha : 

(21) ' - s{y's^s, — c^c, d^d;) = {s.c^d^ + .c.r^d^) d. 
Sommando la (20) con la (21) si trova : 

(^i^^^p + s^Cpd^ + Spc^d, + s^c,d;)d = 
la quale h pure della forma: 

e per6, come prima, in ciascuno dei due cast: 

?M<0, 90) = o 

sarik, sotto la condizione (a) : 

(V) $iC^dp + s,Cpd^ + s^c^d, + s^c.d^ « o 

die & la formula segnata(v.) dalsig. Smith. Essa ha la forma della 
(12'), (I, n^ 7). 



in. 



1 1 . Nello studio delle fiinzioni ellittiche Weierstrass ha intro- 
dotto nuove notazioni, le quali, come osser\'a il signor H alp hen nella 
pre£izione ad una sua recente opera (*), costituiscono per le applica- 
zioni un grandissimo progresso. Prima della pubblicazione del lavoro 
citato del signor Halph en, il sig. H. A. Schwarz,dietro le lezioni dello 
stesso Weierstrass, avearaccolto in parte le innovazioni apportate 
nella teoria delle funzioni ellittiche dallo illvstre Prof. deirUniversiti di 



{*) H a 1 p h e n : TraiU des FoncHons eUipiiqtus et de leurs appUcaiions^ I partii^ 
Paris, x886. 

47 
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Beilino, in alcuni (ogli cominciati a stampare in Gottinga col titolo r For- 
mtlnund Lehrsat^e :^um Gebrauche der dliptischen FuncHonm^ Gottifl- 
gen, 1883-85, fogl. 1-12. Volendo riferirci a tale pubblicazione Tindi- 
cheremo con (F u. L). 

Ci proponiamo pertanto di stabilire nelle nuove notazioni di We- 
ierstrass le fonnule analoghe a quelle di Jacobin di Cayley e di 
Smith. 

12. Essendo ca, a»' una coppia di semi-periodi primidvi ed x un 
certo argomentOy Weierstrass dcfinisce nel seguente modounafiin- 
zione analitica continua ed intera per tutti i valori finiti di jc, (F u. L, 

pag. 5): 

(I) <x)^<T(x|c«,«')-x77;(i-0e* 

h « 2(AU + 2(jl'»', [i, (jl' «• o, ± I, ±: 2, . . . , ±00 

dove il prodotto n^ deve intendersi esteso a tutti i valori di b esduso 
il valore h = o. La funzionc 9{pc) cosi definita pu6 svilupparsi in una 
serie ordinata per le potenze crescenti intere e positive di jc, convcr- 
gente per tutti i valori finiti dell'argomento : i coeiEdenti dei singoli 
termini di questa serie sono funzioni di certe due quanritii ;, , f ^ date 
dalle relazioni (F u. L, pag. 6) : 

ove nelle somme ^y deve escludersi il valore A = 0. Le quantiti ^„ 

g^ si dicono gVItwarianti appartenenti alia funzione g(x) = c(x; g^ig^ 
la quale, come risulta dalla (i)^ ^ funzione impari cioi : 

a(_ X) « — <t(^). 

DaUa stessa (i) emerge pure che gli zeri della funzione <r(x) sono 
della forma : 

2(ACi> -f: 2(A'ft>'| 
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essi noh soao radici delta derivaU ^'(jc), come pu6 facilmente rica- 
varsi dalla (i) o dalle formule (7) a pag. 22 della menzionata mono- 
grafia del sig. Schwarz, si ha inoltre: 

(i'(o) « I. 

Siano ora r , r' due numeri interi dei quali uno almeno 6 dispari, 
posto 

- + '■»■-=. vi-^ ^-*- '• + ''»-•. 

si puo, per mezzo della funzione c, definite una funzione il cui valore, 
per X « o, i puramente numerico, (Halpiren: TraiU , pag. 188), 
essa e la : 

la quale evidentemente h pari e diventa « + i per :c — o. Tale fun- 
zione, come dimostra il sig. H alp hen, dipende soltanto daUe parita 
dei nunicri r, r' di talchi, avuto riguardo a tali pariti, e posto 

« 

w + w' = en", e + e' =- 0", 

dalla (2) rcstano definite le seguenti tre funzioni (F u. L, pag. 21): 



^,W =" ^,(^l«^» ^') 



(j(w) (j(w) 



(3) <^aW « ^^i^ I <«>, ^') = ?(i7y^ = ^(^^T~ 

le quali sono univoche ed intere per tutti i valori liniti dell'argomento 
Xy si ha inoltre : 



L. 
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Gli zeri delle funzionl «,(>:), 9,(^)f ^^(x)^ come risuiu dalle (3)» 
sono rispettivaniente della forma : 

(2(1+ 1)0) + (2(a' + i)w', 
2(AW + (2(x' + i)»', 

essi non sono radici delle derivate o[(x)^ ^»(*)» ^l(x) (F u. L, 
* pp, 22, 26). 

Finalmente un'altrafunzioneincrodottada Weierstrass £ quelta 
definita dalla relazione (F ii. L, pag. 10) : 

/»(*)-— 2fpr log ^^W* 

cssa i doppiamente periodica ed ammette i period! 2», 2ci\ 
Si ha : 

cd inoltre (F u. L, pag. 11): 

/)' («) = /)' (O)') « /)' («") « o. 

Gli zeri della fimzione 9(x) sono inliniti della funzione p(x) e 
della sua derivata /)' (x). 

Tra le funzioni />(x), ^'(jc) sussiste la relazione (F u. L, pag. 12; 
Halphen: Traiti^ pp. 26, 35, 73): 

se si indicano con e, , e^, e, le radici dell'equazione di 3^ grado: 

(4) H'-'Sil — g^ =•<>» 
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supponcndole s<^ritte in ordine decrescente, si trova : 

^«PW\ ^«=K«"), ^y'-pi^l' 

PiA generalmente pel caso di una coppia di semi-periodi : 
G => i» -f /w' , «' aa s'ia + <'•*'# S -|- a' « 6", 

j/' — j'/ « I 

tquhaknte alia coppia <^> , «»', detti ^ » (i^ , v gl' indici i, 2, 3 delle quan- 
titii e« scritti in un certo ordine, si porri : 

/>(S)-^x, />Cfi")-^> >(«')-^ 

per niodo che al variare dei residui , presi secondo il modulo 2 , dci 
numeri inter! 5 , / , j' /' (F u. L, pag. 39; Halphen : Traitl^ pag. 262) 
le \ , f£ y V acquistino valori tali che, tenuta presente la doppia perio* 
dicitii della fiinzione p{x\ a 

/r(ai),/>K),i>K) 
rispondano sempre rispettivamente : 

Sussistono inoltre le relazioni : 

^ + ^ + ^ == o, 



^a^3 + ^3^. + ^^ -= - 7 « + ^1 + ^0 - - 7^* » 



^. «• r ' 



'1^^ =• 7^3* 
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U Discrimmank della (4) i : 

Tra la funzione p{x) e le fxavAom o^(x) reggono relozioni della 
forma (F u. L, pag. 21; Halphen: Traitiy pag. 190): 

Si ha inoltre (F u. L, pag. 22; Halphen : TraiU, pp. 196, 197): 

onde: 

/ \ #r • ^Xx) ff,(x) <i,(x) 

(7) />'(X) - - 2 ^-^^^^^^^^^^^^ 

13. Siano ora dati certi argomcnti x^, Xj, Xp, x^ legati dalU re- 
lazione (a), indichiamo come sopra con >, (a, v gl' indict i , 2, 3 delle 
quandti e^y legate dalle (6) alle fimzioni Og^(x)y presi m un certo ordine, 
e scriviamo semplicemente : 

(iv\ a* per <r(x, + x^, <r (x.) 

<J«', ^it per ^a^(x, + x.\ ^,(x.) «=i,2,3, 
ponghiamo inoltre : 

<!•/ «=r ^ (i« « f, ai'/ =r ajf» « tt, <jj/ « <|W « V, <' « c? «« tt\ 

Dalle foraiule di addizione date nelb tabella (C) della citata mo- 
nografia del sig. Schwarz (F u. L, pag. 50), facendo uno degliar- 
gomenti u o v, che vi sono contenuti, eguale a zero, scrivendo x., x. 
invece degli aigomenti che restano e permutando , ove occorra , due 
d^li indtci X , {a , v fira di loro^ si ricavano le seguenti dieci totmule 
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le quail, come quelle di Jacobi, possono essere classiQcate seomdo i ' 
criteri esposti nella I parte di questa nota ove invece di considerare 
funzioni sn, en, dn degli argomenti x. , x. si considerino funzioni sigma 
degli stessi argomenti, si ha quindi : 

[A, «] (e^ — f,) di «ix'« + (<\, — c) «; «^ V + (ex - e^) «i ffj w = o , 

I 

(«,* — ^v) «'<»'» + a; «i't; — <J^ff^a/«o 

<^^<^lu—Jfx9^ V + (ei — €^)& ai w -0, 
(e^ — e^)^^)!t + <^i,<iiv — oid^'u; « o 

[B, P] { <»; aj/^ — «* «^ «f — ffji «' tt « o 
^x^^ — o^c^'tt — aia'v =0. 

14. Facendo suUe equazioni [A ^ ^] t sulle loro isomorfe opera- 
zioni nel tutto simili a quelle sviluppate nella 11 parte di questa nota, 
con tener presente Tequazione [A^ a], operando poi analogamente gon 
la 3* delle equazioni [B, «], la corrlspondente delle [B, P] non che con 
le loro isomorfe, si perviene alle : 

(8) (t^ + tf + t(;)[(^-e,)A + («v-^)M+ C^x-^N 

(9)ttW<?i'^J<»'^ — ff^<^V^a; + (^ — e^)(ff;(?t<;^a« — <j{aj 
(10) v[n^altt^ai + d/ajf a'ai + o^^x^a' aj + o»ax*<oC] « 0, 
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ove per brevid si h scritto : 

M -^ {ei — e^)ie^ — e^)9* 9^ c^ tfi + ^^^<«h^ 

Le (8), (9)1 (10) sono identicamente soddis&tte da tutd i valori 
d^li aigomenti x l^ati dalla condizione (a) , ponendovi come sopn 

ventano della forma : 

9(y)'F(yf X,, x^)-o 

t saranno soddis&tte identicamente da valori qualunque deHe % x^, x^. 
Ma per le (9), (10) i : 

?(y)««> ?(?) = «' 

i cui zeriy come si disse, non sono radici delle f'(y) rispettivamente, 
cioi anche nel caso in cui il valore scelto di y soddisfi alia 

tt «» o 
ovvero alia 

V — o 

dalle (9), (10) si otterranno sempre identicamente, sotto la condizio- 
ne (a), le : 

(II) ai*ox/«i:c« — <xif(?x'(r;V+ (^ - e^X<?iaj«V ^ d{aj«'</j « 0, 

(12) <^<4<»^«i4-<»'<rJL«j«;+ ^9x^^^^ + «*«!i'<y/«I -0. 

15. Riguaido alia (8) si osserva, che se il valore dato di y non 
h radice deU'equazione : 



t 



(13) » + V + w — o 



373 
allora, sostituendo a a> M, N le loro espressioni^ si trover^ soddisfatta 
identicamente, sotto la condizione (a), la : 

(14) (e^ — e;)(e^ — ex)(«x — e^) a* (^ a^ tfi 

+ (^ — fjax'.i/<j,^(i?. + {e,^- e{)^^^l^^cl + (e,. - gatajaj <jj « 0. 

Ove per6 Targomento dato y soddisfi alia (13) non i, in tal caso, 
permesso di ricavare senz*altro dalla (8) la (14), occorre invece dipo- 
tere trasformare 11 primo membro della stessa (8) in un prodotto della 
forma : 

< 

per il quale fosse conosciuto che gli zeri della funzione u '\' v + w 
non coincidono con quelli della funzione ^'(y). A tale scopo si mol-? 
tiplichi il primo membro della (8) per il prodotto : 

— (m — V 4- a/)(tf 4- V — «;)(« — V — w\ 

allora, posteper x.^ x^ le loro espressioni in funzione delle y^ x.^ x^^ 
in virti delle (5), (6), si ha : 

(IS) ^(y)[3P'(y) - &]. Piy. ^,, ^,) - o 

dove f (y, X. , x^ i ci6 che diventa il fattore di w + v + u; dopo le 
indicate sostituzioni : la (15), come la (8), deve essere soddisfatta i- 
dendcamente da valori qualunque di y^ x^y x^. 

Ora se un valore 3^ =■ $ & zero della funzione c(y) esso non an- 
nulla il prodotto 

si ha difetti, avuto riguardo alia (7) e ad altre formule (F u. L, pa- 
gina 22) : 
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in cm si & ppsto : 

Quindi i vsdori di y che soddisfano alia (13) e che annullano per- 
ci6 il prodotto (16), non rendono zero il fattore <y*(y), di tal clic si 
pu6 sostituire alia (15) la: 

(17) Wiy) - ^,]- ^(y, *i, ^^) = o, 

la quale pure deve essere identicamente soddisfatta da valori qualunque 
di y^ JCj , x^ , mencre d' altra parte awiefie che il valore scelto di y , 
supposto essere radice della (13), soddisfii anche alia : 

Derivando la (17) rispetto ad y , poichi i valori di y che sono 
radici della (13) lo sono pure della (18), per questi valori e per va- 
lori qualunque di x-, x^ sari soddisfatta identicamente la : 

0?) p{y)P'(ylF{y.x^. ^,)«o. 

Intanto per i valori di y che soddisfano alLi (13) , e quindi alia 
(rS), si ha : 



p(.y)-^\/^. 



opd^, in virfA dfdla reUsioae scritta sopra tra la funzione p(y) e la 
sua derivata p' {y\ si trova : 



(g,±|^)p"0r)-^4. 



Frattanto devono esaminarsi i s^enti casi : 

1} U funzione p(y) non d^en^; allora 6 A 00 e p^ i valori 
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di y che soddisfano alia (i8)nonsono zeri della funzione f{y\ quin- 
di la (19), per quesd valori di jy si pu6 scrivere: 

(20) V(y)'P{y^ X,, x^)^ 0, 

b quale deve pure essere soddisfatta identicamente da valori qualun-» 
que dljf, x^^x^^ ma, se 6 ^,0-0, i valori ^\y che annuUano 3p*(y) — g^ 
non annullano |E?()f), onde dalla (20) si trae identicamente la : 

(2O F{y, X., Jf^) = o; 

se ^, «« o, il che pu6 avvenire quando il Discriminante A i n^ativo, 
allora gli zeri di u + v + w sono tali anche per la funzione p(j') , 
ma operando suUa (20) come si t g\k htxo suUa (17) si trova la : 

p'(y).F(yy X,, Jc^)«-o, 
e poichi, in tal caso i : 

dall 'ultima relazione, dividendola per f/(y), si deduce ancora identica- 
mente la (21). 

n) La funzione p(y) degenera; ci6 in vero pu6 aver luogo indue 
modi (F u, L, pag. 12, 13; Halphen: TraiUy pp. 27, 43, 89). 

f) La parte reale della quantity — 7 , che indicheremo con ^( t-t) , 

diventa mfinitamente grande , mentre 2 fa> ha un valore fitiitb divefsd 
da zero, in tal caso due detle radici e^ della (4) divtntaiio fira di ibro egodHy 
allora si ha A — o senza che siano tali gl'Invarianti ;,, ^^ onde i valori di 
y che soddisfano alia (18) non annullano f (y), annullano ha\s\f(y); 
dividendo la (19) per p(y) si otdene : 

derivando questit ri^etto ad ^, per tali valori di jr e per valdri quit- 
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lunque di x,, x^ 6 identicamente : 

(22) p" 0). F(y, X, , jc^) = o, 

I 

ma per i valori di y che soddisfano alia (i8) si ha : 

quindi dalla (22) si trae ancora identicamente la (21). 

2^) Tanto 2 01 che 2 (o' prendono valori infinitamente grandly men- 

tre lim i? ( — r | ha un valor finito diverso da zero, alloia le tre n- 
did tg, diventano fra di loro eguali e tendono verso zero, si ha: 

insieme alle 

A "- 0, g^^o, ^, = 0, 

in ul caso per6 (F u. L, pag. 24) k : 

quindi per valori qualunque di y h\ 

tt + v + «? -^ o. 

Dalla fatta discussione emerge, che, in ogni caso, & soddis&tta 
identicamente la (21) da valori qualunque di ^, ^i, ^^, e per6 la (14) 
da valori di x^ , x^ , x^ , x^ legati dalla relazione : 

{a) X. + X. + x^ + ATj = 0. 

16. La (14) ^, nelle funzioni 9 di Weierstrass, Tanaloga della 
formula di Cay ley, essa evidentemente resta imica del suo dpo. La 
(11) tien luogodelle formule (ii.), (iii.) (iv.) di Smith; consideran- 
do invece del gruppo {ij) i gruppi (ip), (iq) si possono scriverc due 
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altre formule simili alia (ii)^ pennutando poi in queste e nella (ii) 
due degr indici \ [a, v fra di loro si ottengono in tutto nove fonnule 
del tipo della (ii), tre per ciascuna coppia d'indici, o ancora tre per 
ciascun gruppo. In ciascun termine della (12) entrano tutti gl' indici 
0| \ [^ v; gr indici superior! che vi ^i trovano sono quattro delle 24 
permutazioni delle lettere 1, ;\ p^ q, quelle precisamente per le quali 
gli dementi i, j del gruppo (1;), e quindi gli elementi p, q del gruppo 
complementare {pq\ si trovano , in modo determinato , ad estremi o 
a medi nella permutazione che si considera, si ha quindi ancora un'al* 
tra formula simile alia (12) relativa al gruppo (1/), jperci6, avendo ri- 
guardo agli altri due gruppi (ip) , {iq\ si ottengono in tutto sei for- 
mule del tipo della (12). 

Si hanno cost 16 formule le quali tutte sono identicamente *sod- 
disfatte dagli argomenti x legati dalla relazione {a) (*); esse restanb inol- 
tre verificate anche nei casi di degenerescenza sopra esaminati : nel pri- 
mo di essi, supposte le radici ^ , e^^ e^ scritte per ordine di grandezza, 
potri porsi(**) : - ' 

^,-^, ^(0=-^ '^^^. — sen^, 
<,,(0 - e' ^->' . cos ^^ , .,(0 - «v(0 - «* ^^^ ; 

irig iri\ J 

, , 20.' e^'-e'"^ -iC^) 

gy<0, 



(*) Da uli fonnule merc^ relazioni die legano le fanzioni 9 e la funzione p 
alle fuozioni sn , en , dn (F u. L , pag. 30; Halphen : TraiU ^ pp. 4$, 46) si 
ritorna a quelle di Caylcy e di Smith, le quali sono pure , come h evidente, 
nel numero di 16. . 

(**) Le espressioni indicate nel testo che, nei menzionati cast di degenerescenzj, 
assuroono, le funzioni 9^ 9^ ^u » ^v > '^ ricavano fadlraente dalla lore definizione 
cd applicando le fomiulc date da Halphen : ^roi^ .pp. 27, ^ , 145, 183. Cfr* 
anche F u. L> pp. 12, 13, 24. 
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e B<1 Mcoodo : 

«ji - «|, - r, =. e, »(?> - ^, ni(0 - «^iK) = «,(0 ■= > • 
In tii oiedoj p. es. la (il), nel f° cam divebu : 



f, >o, sen -^ (*. + *,)+ sen -^ (x, + x^ = o. 



2M 



a« 



; 



, <o. *^"-') -r^'^')+e^^U-^('^)=o. 



)«^ ^ali infittti sooo vere sotto la condizioae 



»i + */ + */, + ^, - o; 



nd a* la stessa (la) divenu : 



*i + */ + *^ + ^, = o , 
che i pur vent sotto la condizione (a) poichi coincide con essa. 



ESTRATTI DAI VERBAU 



SEDUTA (STRAORDINARIA) DEL 14 NOVEMBRE 1886 

PRE$IQE1^ G. ALBEGGI4NI 

Cqinuiiic^zioni : 

U parenksi d'ordinc n. (p. ^-^26). 
CorrispondfiQza : 

AC AD 
BC ' BD 

et que Ton ^h^ge , tour h tour , i'aboii I^ derni.i&res lettces , ep.- 
suite I,es lettres int£rieure$, on retombe, apris trots couples d'ictumgK, 
sur la forme (ABCD). VoiU rorigine du probUme qtie mon cher ami 
M. le Dr. Guccia a propose, en mon nom, au « Cercle Mathi&ma- 
tique de Palerme » (Rend. t. I, p. 47) et doat M. le pro£ A. Capelli 
a donni une solution reroarquable (Rend., t I, p. 48-50 et 53-54)> 
En efiet si Ton pose 



(ADBQ - i, , 
(ACDB) - \ , 



(ABDC} - \ , 
(ADCB) - i , 
(ACBD) ^ %, , 



on retrouve ei) contiquant 



(ABCD) « X, , 

c'est-i-dirp que Ton a en gtoiral 



(ABDQ - Xg , etc 



^lU " ^' > 



quelles que soient les valeurs de \ et de /. 



Mais les biquotients indiquis sont li^ I'un k TautFe par les Equa- 
tions 

W^ ly \ + ^ = I , 

\ >4 - I » >^ + >5 - I , 



A,^, — ^ f Ajj+^,i+, *= I • 



^aH-i '^aM-a 



Si done on remplace la sur&ce quadrique S par une spb^ i 
centre C, et le plan P par un plan F perpendiculairei un rayon 
quelconque CA de la sphere au point milieu B; si de plus on rem- 
place, dans un plan quelconque par CA^ les points M i indlce pair par 
leurs images M' dans le miroir F, les demi&res Equations des deux 
colonnes indiquent les relations entre M^^ et M^^ et entre Af ^ et 
^2iH > quand les quantit^s X reprisentent les coordonn^es complexes 

^ "^ y\/ — I des points correspondants M et Af par rapport au sy- 
st^e de coordonn^es rectangulaires la origine C, dont CA est Taxe 
des X. Et Textension du problime d'une sphere in une surface quadri- 
que quelconque k centre est 6vidente. 

Pour le lieu du point pour lequel M^, ^ iW) , on trouve la co- 
nique d'intersection de P et de 5, pour le lieu du point pour lequel 
M^^ ^ Ml (ou Af,^4 = Af^), Timage de S dans le miroir P. 

Groniagae, 6 novembre x8S6. 

P. H. Schoute. — On appelle le triangle a ^ Y dont les som- 
mets a, p, y sont les projeaions orthogonales d'un point P dans le 
plan d'un triangle donnE ABC sur les cdtis BC^ C4, ^£ de ce trian- 
gle le « triangle pidal » de P. Si Ton reprdsente le centre du cerde 
circonscrit h ABC par H, le point et la droite de Lemoine du 
triangle ABC pzx K et l, et le point d'intersection de HK et / par 
£, on a : 

I. Les triangles p^ux des points P et P, qui se correspondent 
Tun Tautre dans la transformation par rayons vecteurs reciproques i 
centre JT et i puissance HK. H sont anisotropes (*) et semblables Tun 



(^ Anisotrope et isotrope se rapportent aux directions de rotatiotr indiqu6es 
par a^, OjP J, , etc. 
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h Tautre de maniire que chaque c6ti de ABC porte deux sommets 
homologues de ces triangles. 

n. Les triangles pidaux de deux points P et P„ qui se corre- 
spondent Tun Tautrc dans la transformation par rayons vecteurs r6ci- 
proques renvers^e, h centre L, a puissance LH. LK et h renversement 
par rapport i LKH , sont isotropes et li6s Tun k Tautre par la con- 
dition, que les c6tis de Tun sont proportionnels aux medianes ho- 
mologues de Tautre. 

in. Le lieu du point P, dont le triangle p6dal est isotrope i 
ABC et a le m^me angle de Br o card que le triangle ABC^ est le 
cercle de Br o card. 

IV. Le lieu du point P, dont le triangle pidal est anisotrope i 
ABC el a le mSme angle de Br o card que le triangle ABC^ est la 
droite de Lemoine. 

in et IV sont deux cas particuliers d'un th^orime giniral. 

Groningue, 23 septembre 1886. 

Proposta di quesiti : 

G. B. Guccia. — i.** Airinfuori della superficie Romana di 
Steiner quali altre superficie algebriche godono della proprietii di non 
ammettere curve d'ordine dispari ? 

2."* Enumerare e definire le superficie algebriche le cui sezioni plane 
sono ellittiche- 



SEDUTA DEL 21 NOVEMBRE 1886 

PRESmEKZA G. B. GUCCIA 



AfFari intemi del Circolo. 



SEDUTA DEL 5 DICEMBRE 1886 

PRESIDEKZA G. ALBEGGIAKI 

Ammissione di nuovi soci : 

11 Segretario comunica che i signori: prof. Eugenio Catalan 
(Li^), prof. Giuseppe Battaglini (Napoli), prof. Valentino 
Cerruti (Roma), dietro invito del Consiglio Direttiyo hanno accet- 

49 
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tato dt br parte del Grcolo nella qualid di soci turn residend. 

n dottorePasquale del Pezzo, marchese diGunpodisob(Na- 
poU), proposto dai soci Guccia e Capelli, h eletto socio mm residente. 

Comunicazioni: 

0« Bu Guocia espone nuove ricerche intomo alia Ridu^mt id 
sistemi limari di curve algebriche piane. 



SEDUTA DEL 19 DICEMBRE 1886 

PRESIDENZA PEPOU 

Comunicazioni: 

E. Ct^ t^fclap - — Sur Its nombres de Segntr (p. 190-201). 

F. Oiudioe. — Un iearetna sulk sostitu:^ioni (p. 222-12^). 



SEDUTA DEL 2 GENNAJO 1887 

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

Ammissione di nuovi soci: 

II S^etario comunica cheildott. T. Archer Hirst, F. R. S. 
(Londra), dietro invito del G)nsiglio Direttivo, ha accettato di tar parte 
del Grcolo nella qualiti di sodo non residente. 

n prof. Ernesto Ces&ro (Palermo), proposto dai sod Marti- 
ni e Qntone (A), & eletto socio residente. 

I signori:L-S. Van«2ek(Jiiin«), M.-N. Van«2ek (Pa«a), 
proposti dai soci Guccia ed Alb^giani (M. L)., sono eletti soci non 
residenti. 

Rivista bibliografica: 

M. GebbiA riferisce su due Note, una del prof. Francesco 
S i a c c i : at Sulla rottujone di un corpo intorno a un puntofisso 9 (AtA dilk 
R. Au. ddle Science di Torino^ 1886); Taltradd pio£ Dino Padel- 
letti: «r SuUe superficic cbe totolano una suff altra ml nuOo di rota- 
:(wni di un corpo intorno ad unpunio m (Rend, della R. Ace. ddU Stiem(i 
di. Ul^oii, 1886). 
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Queste Note prosi^guono un argomento iniziato dal sodo G el) b i a 
con un lavoro del quale fu data comunicazione al Circolo nella seduta 
del i^ ma^io 1884 (p. 4). 



SEDUTA DEL 16 GENNAJO 1887 

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

Ammissione di nuovi soci: 

Isignori: dott. Giuseppe Amato*Pojero (Palermo), proposto 
dai soci Albeggiani (G ) e Maggiacomo (F), ed ing. Giovanni La 
Mens a (Palermo), proposto dai soci Gebbia ed Albeggiani (M .L.), sono 
eletti soci resideniu 

II dott. Ugo Dainelli (G)mo), proposto dai soci Gebbia ed 
Albeggiani (M. L), & eletto socio non residente. 

Si procede all' dezione a schede segrete del Consiglio Direttivo 
per Tanno 1887 e limangono eletti i s^ori : prof. G. Gddotti, pre- 
sidente; dott. G. B. Guccia, vice presidente; prof. R Cesiro e profes* 
sore M. Gebbia, segretari; ing. S. Porcefli, tesoriere. 



SEDUTA DEL 30 GENNAJO 1887 

PRESmENZA M. L. AL8EGGIAUI 



ASari intemi del Circolo. 



SEDUTA DEL 13 FEBBRAJO 1887 

PRESmENZA F. MAGGUCOMO 

I soci Guidotti, Guccia e Cesiiro, eletti presidente, vice presidente 
e segreurio nella seduta del 16 gennajo 1887 » avendo inststito nelle 
rinunzie dalle rispettive cariche, il Grcolo ne prende atlD e passa alia 
nomina dei nuovi titolari. Rimangono eletti : G. Alb^iani presidente, 
F. Caldarera vice presidente ed M. L. Albeggiani segretaiio. 

Le prime due nomine fiirono fatte per afdamaricwe. 
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Si precede quindi all' elezlone del bibliotecorio e rimane eletto a 

tal carica il prof. F. Giudice. 

Ammissione di nuovi soci: 

I signori : lag. Domenico La Manaa (Palermo) ed ing. Ema- 
nuele Pertica (Palermo) » proposti dai soci Gebbia ed Albeggiani 
(M, L.), sono eletti soci resident. 

I signori : prof. Udalrigo Masoni (Napoli) e prof. Alfonso 
Del Re (Napoli), proposti dai soci Guccia e Conti sono eletti soci 
non residenti. 

n prof. Scipione Rindi (Pesaro), proposto dai soci Guccia ed 
Alb^[giani (M, L.,) ^ eletto socio non residcnle, 

Comunicazioni : 

P. del Pezzo. — Inlomo alia rappresenta:(ione del compksso li- 
mare di retU sullo spa:(io di panti a tre dimensioni (p. 157-164). 

G. B. Guocia. — Sulla ridu^ione dei sistemi lineari di curve elliUube 
e sopra un teorema generale delle curve algebriche di generep (p. 169-1S9). 

I. Gonti. — Sulk congruen:^ generate da una coppia di piani in 
corrisponden^a doppia (p. 230-240). 

E. Ces&ro. — Intorno ad una ricerca di limiti. (p. 224-226). 



SEDUTA DEL 27 FEBBRAJO 1887 

PRESmENZA G. ALBEGGIANI 

Ammissione di nuovi soci: 

II prof. Francesco Tirelli (Palermo), proposto dai soci Cal- 
darera e Cesilro, ^ eletto socio residenie. 

II dott. Virginio Retali (Como), proposto dai soci Daineili 
ed Albeggiani (M. L.), & eletto socio non residente. 

Comunicazioni : 

E. Gea&ro. — SulVuso delVintegra^iont in alcune quesiioni d'arit- 
tnelica (p. 293-298). 

G. B. Guccia. — Sui sistemi lineari di superfcie algebriche doiuli 
di singolariia base qudlunque (p. 338*349). 
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G. B. Guocia. — > Sul numero delle condi:^ioni semplki cm equi- 
vaUy per una superficie dgebrica^ la condv^iom di possedere in un punto 
daio una singolariih qualunque data. 



SEDUTA DEL 13 MARZO 1887 

PRESIDENZA G. ALBEGGIAKI 

U Circolo prende atto delle dimissioni dellMng. V. Albanese da 
socio residents 

Comunicazioni : 

F, Giudice. — Sulle equa:(toni irrtducibiU di grado primo, risoh^ 
bUi per radicali (p. 227-229), 



SEDUTA DEL 27 MARZO 1887 

PRESIDENZA Gi ALBEGGIANI 

Comunicazioni : 

V. Martinetti. — Sopra una classe di sislcmi lineari di curve 
piane algebriche (p. 202-204). 



SEDUTA DEL 10 APRILE 1887 

PRESIDENZA F. GIUDICE 

Comunicazioni: 

V. Martinetti. — Sopra alcuni sistemi lineari di curve piane al- 
gebriche di genere due (p. 205-216). 

P. del Pezzo. — SulU superficie dell' n"^^ ordine immerse nelh 
spa\io di n dimensioni (p. 241*271) 
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SEDUTA DEL 24 APRILE 1887 

PR£SIDEMZA G. ALBEGGIANI 

Ammissione di nuovi soci: 

n dott. Federico Amodeo (Napoli), propostodai soci delPezzo 
cd Albcggiani (M. L), t decto socio nan residents 

Comunicazioni: 

M. L. Albeggiani. — Intarno ad oleum formok neUa teorica 
delle fun:(iani elliuicbe (p. 350-378) 

C2. Segre. — Sui sistemi lineari di curve plant algebrkbe di |^ 
nenp;. Esiratto diktieraal doU. G. B. Guccia [Torino, 9 aprile 1887] 
(p, 217-221). 

Cr. B. Guocia fa rilevare V importanza del risultato ottenuto dal 
dott Segre, nella Nota precedente^ in ordine al teorema sui sistemi 
lineari di curve algebriche piane : La relazione * — D —p + i di- 
dimostrata dal dott. Guccia pei sistemi lineari che ammettono un si- 
sterna subordinato di genere zero (seduta del 13 giugno 1886) e per 
quelli che ammettono un sistema subordinato di genere uno e dimeo- 
sioni > I (seduta del 13 febbrajo 1887), secondo remmdato, piu 
laigo , del Segre (dimostrato per altra via) si appartiene ora a tutd 
i sistemi lineari pei quali D > 2^ — 2. 

In online alle considenizioni svolte nel n"* 12 e s^uenti del suo 
lavoro : Sulla ridus^ne dd sistemi lineari di curve elUttichey etc. (seduta del 
13 febb. 1887, p. 169 del presente volume) il dott. Guccia £a no- 
tare altrcsi come la nuova restrizione del Segre conduca ad un UmU 
iuferiore per V ordine m deUe curve C. » dotate delle singolariti qua- 
lunque [9J, [9J, . . . (aventi l^;ami di qualsiasi natura e definite dai 
numeri /,, £,; /,, E^\ ...) per le quali curve sussistono k estensioDi 
ddteoremidi Gergonne, Plucker, Jacobi, Cayley, etc. (Teo- 
remi VD-XII della menzionata Comunicazione) sui sistemi di punti di 
intersesione delle curve algebriche. In£itti, essendo 
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la condizione D^2p -- i si traduce nella s^ente : 



m 



^ii2'-''2^+')- 



Mostra inoltre come , in virrii della condizione Z) > 2^ *— 2, il 
Teorema m della sua Comunicazione : Sui sistemi Uneari di superficie 
algebrkhe dotati di singolariih bast qualunque (seduu del 27 febbrajo 1887, 
p. 3 38-349 del pfesente volume) assuma ora il s^;uente eounciato, il quale 
comprende un numero pifi esteso di sistemi lineari di superficie : 

Se un sisttma lineart qualunque [F] di superficie algebricbe^ deter- 
minato dalla base , e tale cbe un gruppo base ordiuario (L). , daio ad 
arbifrio, possa determinarvi un sistema subordinato [F'] di genere T^ero , 
per il quale p\> 2 p\ — 2 , dlota fra i numeri poi Pu ptt p^ dd 
sistema [F] esiste la relatione : 

Poichi la lettera del dott. Segre, destinata allastampa, porta la 
data del 9 aprile 1887, ^^ ^^^ Gucci a si crede nell'obbligo di dichia- 
rare che la dimostrazione deirimportante risultato D > 2p — 2 gli era 
stata precedentemente comunicata dal chiariss'' geometra di Torino con 
lettera privata del 19 marzo 1887. 



SEDUTA DEa* 8 MAGGIO 1887 

■ 

PRESmENZA G. ALBEGGIANI 

% 

Comunicazioni: 

E. Qastoo, — Intarno ad tma questiane diprobabiHtii (p. 299*30^). 
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SEDUTA DEL 22 MAGGIO 1887 

PRESIOEKZA A. PEPOLl 

Comunicazioni : 

E. Gea&ro. — Sid moto ^ un punto soUecitato verso una rtlia 

(p. 304-309)- 

M. L. Albeggiani* — Inform ad alcunc formole ndla teorica 
delk fufUfioni dlittiche (Continuaz. e fine;pag. 350-378). 

Rivista bibliografica : 

O. B. Guocia. — Osservazioni sopra due lavori del professore 
V. Martinettir i" Sopra i sistemi lineari di curve plane algebricbedi 
genere uno (Rend, del R. IsHtuto LombardOy adunanza del 3 1 marzo 1887; 
lettura ammessa col voto della Sezione competente) ; 2^ Sopra alcuni 
sistemi lineari di curve piane algebriche di genere due (pag. 205-216 dd 
presente volume, seduta del 10 aprile 1887). 



SEDUTA DEL 5 GIUGNO 1887 

PRESIDEKZA G. ALBEGGIANI ^ 

Ammissione di nuovi soci: 

II prof. Giuseppe Jung (Milano), proposto dai sod Albeggia- 
ni (G.) e Guccia, & eletto socio non residents 

Comunicazioni: 

A. Del Re. — Su certi luoghi che s'incontrano neUo studio di tre 
forme geometricbe fondametUali di 2* specie^ proieUiuamenU riferite due a 
due (p. 272-283). 

G. B. Guocia fa conoscere due sistemi lineari di genere due , 
Sordine minimOy non compresi nel teorema del Segre pel caso p ^ 2 
(a pag. 221 del presente volume). Posto: 



i 
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dove 17, , a^y ^, , b^ sono quantitii costand, e 

f^ = \x^, + \x\x^ + \x\xl + \x\x\ + XjjfJxJ + \^x^xl + \,xj, 

in cui X, , \ , • . . , Xj, sono parametri arbitrari; i due sistemi in pa- 
rola, del 6^ oniine, irridudbili per qualsiasi trasfonnazione birazionale 
del piano, si possono allora rappresentare con le equazioni : 

[.4] = x;a>p* + x,ap93 + 9^ = o, 

Nel sistema [A\ la curva generica A passa con quattro rami pel 
punto X, == jc, a o; dei quali rami : due toccano la retta fissa a ^ o 
e due toccano la retta fissa ^ » o. II sistema [B] pu6 considerarsi come 
una tnodi/icaiione del sistema [A] , per la quale h supposto che le rette 
a » o, p = o sono venute a coincidere. In ambidue i sistemi i : 

i =s II, D -s 12. 

M. Gebbia. — Intorno ad una Nota di Valentino Cerruti 
(p. 310-313)- 



SEDUTA DEL 19 GIUGNO 1887 

PRESmEKZA G. B. GUCQA 

Ammissione di nuovi soci : 

I signori: Felice Mastricchi (Palermo) ed ing. Enrico La Fa- 
rina (Palermo), proposti dai soci Guccia ed Alb^iani (M. L.), sono 
detti soci residenti. 

Comunicazioni; 

A. Del Re. — Akune proprieia geometricbt che potrebbero essere 
UtUi nella teorica dei sistemi di raggi luminosi (p. 284-289). 

SO 
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A. Del Re. — Sulla cimgnun:^a (6, 2) Mle reUe cbt wiisc&no It 
coppie di punti amologhi di due quadricht che si corrispondono in una 
deUrminaia omografia nm assiale ni omologfca dello spa^io (p. 290-292). 

V. Kartinetti. — Agpunta alia Nota : <r Sopra alcuni sisUmi Ih 
neari di curve plane algebriche di genere due ». 

Rivista bibiiografica: 

O. B. Chiocia. — Osservazioni suUa Nota del prof. V. Mar ti- 
ne tti : Sopra una classe di sistemi lineari di curve plane algebriche (pa- 
gina 202-204 del presente volume, seduu del 27 marzo 1887). 



SEDUTA (STRAORDINARIA) DEL 27 LUGUO 1887 

PRESIDENZA G. ALBEGGIAKI 

Affari interoi del Ciicolo. 

Ammissione di nuovi soci : 

I signori: prof. Corrado Segre (Torino) e prof. Francesco 
Gerbaldi (Roma), proposti dai sod Guccia ed Alb^igiani (M. L.j, 
sono dctd soci non residenti. 

Comunicazioni: 

F. Gerbaldi. — Sulla realith del punti e dtUt tangenti comuni a 
due conicbe (p. 327-337). 
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AcaMmie Royale da Belgiqae (Bulletin db T). 
— LVI* Ann£e, m* S£rie, Tobie XIII (1887), N^ i, 2, ), 4, 5, 6 (dernier) : 
^Kansion : Sur le dernier th6or6me de Fermat — Mansum : Recdficatioii.— 
Catalan : Remarques sur une Equation trindine. «— Jameti Thtotaies sur let Kgiies 
gtodisiques des surfaces de revolution. — CatdUm : Sur les lignes gtod^ues del 
surfaces de revolution (i l*occASion d*ufie note de M. J am e t). — L« Paig9 : Rccher* 
ches sur le pentaidre. 

Aocademia delle soieiise fisioha e matematioha di Hapoll (Rbn* 

DicoxTi della). Serie II*, VoL. I, Anno XXVI (1887) FAsa 1-6 (geniia{o*giugno): 
Fergola : Relaiione dei lavori compiuti dall' Accadeinia Dell'anno i886« — Bah 
taglini : Rapporto sulla Noti del sig. E Pascal. — Pascal : Sulla costmzioDe del 
poligono regolare di 257 lati. — Fergola : Rapporto sulla Nota del dott. P. del Pesio.— 
del Pe^io : Intorno ad una propriety fondamentale delle superficie e variety immerse 
negli spad a piii dimension!. — Baitaglini : Rapporto intorno alia Nota dd sigoor 
G i u 1 i o E m e r y. — Emery: Sulla posizione ddl'asse centrale dei moment! delle quan- 
tity di moto in un sistema materiale rigido animato di moto sferico. — Gfl^KUi' : Os- 
servazioni sopra le relazioni che possono aver luogo identicamente fira le operutoai 
invariantive. 

Amarioan Joamal of llattiamatloa (Baltimore). [fVdl pag. 89]. 

^Volume VIII, Number 3 (July 1886): 

Craig : On a Linear Differential F«quation oT the Second Order (Continued).— 
Sylvester: Lectures on the Theory of Reciprocants. — vlNfai ScoU: The Bimmital 
Equation x^ «- x = o. — Cok : A Contribution to the Theory of the General Equa* 
tion of the Sixth Degree. — Fields : A Proof of the EHIptic-Fuoetion Addition- 
Teorem, 

— Volume VIII, Number 4 (August 1886) : 

Toincari : Sur les fonaions Ab^liennes. — Newcomh : A Generalised Theory 
of the Combination of Observations so as to Obtain the Best Result.— HcUr: Sym- 
bolic Finite Solutions and Solutions by Definite Integrals of the Equation ni ^^7* 
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— Volume IX, Nomber i (October t886) : 

Sylvester: Lectures on the Theory of Redprocants. — Siory : A New Method 
ia Analytic Geometry,— Cak: Klein' s Kosaeder. — GrunhiU: Wave Modoo 
in Hydrodynamics. 

— Volume DC, Number 2 (January 1887) : 

Gruhhill: Wave Motion in Hydrodynamics (Continued). ^- 5yHi«5to'; Lectares 
on the Theory of Reciprocants. — Hathaway : A Memoir in the Theory of Num- 
bers. — Fine : A Theorem respecting the Singularities of Curves of Moldpie Cor- 
vature.— I^/^ Thompson : A Note on Pencils of Conies.— fUa^ACsiboif : Observations 
on the Generating Funaions of the Theory of Invariants. 

— Volume DC, Number 3 (April 1887): 

Cayley : On the Transformation of Elliptic Functions. — Young: Forms, Ac- 
cessary and Sufficient, of the Roots of Pure Uni-Serial Abelian Equations.— 
Pitt Durfei : Symmetric Functions of the 14*^ . 

— Volume IX, Number 4 (June 1887) : 

Sylvester: Lectures on the Theory of Reciprocants. «-^'0m^.' Surunedissc 
de nombres remarquables. — HermUe : Extraits de deux Lettres adress6es i M. T. 
Craig. — Franklin : Two Proofs of C a u c h y 's Theorem. 

Annali della R. Scnola Normale soperiore di Piaa. [Ve£ paf. 90] 

— Volume IV (1887) : 

£Z^ Sadun: Sulla teoria delle funzioni implicite. — BoggUhLera: Sulla Qoe- 
matica dei mezzi continui. — SomigUana: SopraTequilibrio di un corpo elastico iso> 
tropo limitato da una due superfide sferiche. 

Annals of Xathematioa (Charlottesville, Va.). 

~ Volume III, Number t (February 1887) : 

Asapb Hall: A Special Case of the Laplace Coefficients hj^^.-^Woottufori: 
On the Form and Position of the Sea-Level as dependent on Superficial Masses 
Symmetrically Disposed with respect to a Radius of the Earth's Surface (concluded). 

— Volume III, Number 2 (April 1887) : 

Johnson : On Singular Solutions of Differential Equations of the First Order.— 
Thornton : On Compound and Reverse Curves. — Meecb : Integration of R i c c a t i 's 
Equation. — Graves : On the Chord common to a Parabola and the Circle of 
Curvature at any Point 

— Volume III, Number ) (June 1887) : 

Hill : Coplanar Motion of Two Planets , One Having a Zero Mass. — H(wt : 
On Logarithmic Errors. — Woodward : On the Free Cooling of a Homoge- 
neous Sphere, of Initial Uniform Temperature, in a Medium which Maintains a Coo- 
stant Surface Temperature. 

Atil d^ QoUegio degllngegneri ^d Arohttetti in P^arma [K.^. 90]. 
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-* Anno 1884 : pasc. 364. — Anno t88$ : fasc. unico. — Anno 1886 : fa* 
sacoLo uNico. — Anno 1887 : fasc. i. 

Bariohte das natarwiseenwliafUioh-medisiiiiachen VereineB la 
Imwbnick. 

— XIV. Jahrgang 1885*84 : 

SU^^: Die unendlich kietnen Qr^ssen. 

— XV. Jahrgang x884-8$ und i88$-86 ; 

Slolx^: Das letzte Axio n der Geometrte. — Dantscber v. KolUsberg : Bemerkung 
xur Defmition eioes priroitiveo Periodenpaares einer doppeltrperiodischen Functton.— 
Stall : Ueber die Partialbruchzerlegung der Function ^i : ($^ — i). 

Bibliotheca Xathematioa, par G. E n e s t r d m. (Stockholm), [f^. p. 90]. 

«-Ann£e x886: 

Bonampagni : Sur 1' « Histoire des sciences mathimatiques et physiques » de 
M. Maxiroilien Marie. — Bi^r/rom: Notice sur les terits mathimatiques d'auteurs 
toangers publics en Suhdt ou traduits en suMois. -De Marebi: Suit* ortogralia 
del nome del matematico messinese Maurolicio, — Gunther : Albrecht DO* 
rer» einer der Begrunder der neueren Kurventheorie. — ManHon et Enesirom: No- 
tes historiques sur la formule g^n^ale d' interpolation de Newton. — T^miery : 
Sur la representation des fractions chei les Grecs. — Enatrom : Sur une formule 
d*approximation des radnes carries donn^ par A 1 k a 1 s a d i. -- Prinffhtim : Hi- 
storische Notiz, betrefiend die Original Ausgabe von Chr. Rudolffc Behend und 
hObsch Rechnung etc » 

Canadian Institute (Proceedings of the). Toronto. [Fedi pag, 92]. 
— Third Series. — Vol. IV; Fasc. i (November 1886); Fasc 2 (March 1887). 

^tsopia pro pestov&ni mathematiky a tysiky (Prag). [Feir^ 
gina 9}]. 

— Ro^NfK XVI (1887) : 

iolin: Jak strojiti osy plochy kulelov^ stupo^ druh6ho. — Domalip: O ro^ifeaf 
elektrickto). — Kroutil : Pozndmka o irradiaci.— PdiwA : Poznimka o cissoid^ Dioklo- 
v^. «- KrouUl : Poznimka o jist^ kapalin^ fluorescenJEnf . — SeydUr : O zikladnich 
druzfch pohybu. — Kr^U : Ovod do mathematick^ krystallografie. — Siudniika : 
Poznimka o hdich nekone6i^h. — Macbovec : Poznimka k vytvofenf plochy tiPe* 
tiho stupo^ se 6yfmi body dvojo^i. — Stuiniiha : Poznimka o 6'slech kmenn^ch.— 
Machovee : O jisti vlastnosti polirn^ch troj6helnik& kuielose^ky vepsan^ch jini ku- 
ielosedce. — iebek : O n^kter^ch vlasmostech kfivo^am^ch obraicfi ellipticko-kruho* 
v^ch. — ffiyr (Ei) : Rozbor rovnice druhiho stupn^ trJSch prom^nn^ch. — Mih 
cbauic : O kfivkich tiPetibo fidu prochizejicich vrcholy tipln^o 2tyfi3ihelniktt a 
jeho diagonaln^o troiAhelniku, — iibviil : Sou^ ib-t^ch mocnin jKsel iady pi^itoic* 
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n^. — Pdmik : d^litelnosti 2lsel dekidick^h jedeoictt. — Navrdiil : Pozoimka o ro* 
zm^rov^m soudinu elektrick6 kjpacity a elektrickiho odporu a o v^ama yeho. — 
Stmada : Poznimka o rovnicich pittiio stapa& — Jardhek : PozDimka o obalov6 kri- 
vce byperbolkk^. — ^. S.i Diffisrencialni rovoice Hry libovoin^ho stapni. — Slui- 
mika : O hyperbolicki obdoMf L u d o 1 f i n y.-^Novotnf : PHsp^vek k sestroieni ko- 
2dose2ek a jkh teda^ch. — Macbavec: O podtu bod&, jimii krivka ii-ho rida jest 
ur&aa a o jejfch bodech iDDohonisobDJ^ch. — FaniM (L S.) : O bkirkolirni It- 
stiradce, — Machovic : Kolik jednoduch^h podminek zastupuje udini, le urfiti pri- 
mka mi b^ r-nisobnou primkou plochy IFidu fi-ho?. — SohoOta: Poanimka ka zna- 
m^ jedni \hi geoiuetrick^. — Maebcvu : Pfisp^veck k odvozeni rovnke evoluty a 
vxorcB pro soufadDice stfedu krivosti kuieloseiky. — kdtof'ovskf : Na pain& dvace- 
tip&Met^ho trvdoi Jedooty &sk^ch MathematikCi. — SeyHgr : O iivoti a pSsobem 
Rogera Josefa BoSkovi6e. — Drobn6 zprdvy. 

Jomal da Soidnoias llatheniaticas e Astronoinloaa (Coimbra) [Fedi 
pag. 92]. Vol. VII (1886). N* 1-6 : 

C$s^o : Remarques arithm^qaes. — <f OUvHra Ramos : Sobre a decocnposi^ 
das fuDC^s drculares. — d' Ocagne : Sur certaiDes dtormtnations de litnites ; moyen- 
ncs limites de deux nombres. — Eztrait d' uae lettre deM. d*Ocagne i M. Go- 
mesTeixeira. — Extrait d' une lettre deM. Ernest Cesiro iiM. d'0- 
c a g n e. — <f OHveira Ramos : Sobre os coeflicientes da formula que di a deriva- 
da d' ordem qualquer das funcfSes composus. — Marr$cas Femira : Sobre a tbeoria 
do hyperboloide. — Lercb : Remarque sur la th^orie des series. — Rodrigues : Tbeoria 
da rotafjTo. — Le Pont : Note de Gtom^trie. — Le Pont : Demonstration nouveUe du 
thiortoe de C h. D u p i n. — Loria ; Nota sulla raoltiplicazione di due determioaati. 
«* GttimarlUs: Sobre um theorema relativo i compara^Io de arcos de ellipse. ~^0> 
cagne : Sur certaines sommations arithmetiques. — Loria : Su una propriety dd de- 
terminante di una sostituzlone ortogonale. — d^Ocagm: Sur certaines fonctions sym^ 
triques; application au calcul de la somme des puissances semblables des racines 
d'une Equation. — Bruno de Cabedo : Sobre a formula de Taylor. — Gomes Tei- 
xeira: Applica^Ses da formula que di as derivadis de ordem qualquer das fiinc* 
(5es de func^Ses. — Ces&ro : Remarques sur la th^orie des series. — ^Ocagne : Sur 
les arcs d'ellipse rectifiables. — Dtiarte Leite : Sur la partie transcendante de I* iati- 
grale d' une fraction rationnelle. — Le 'Pont : Note sur le mouvement d*un point 
materiel soliiciti par un centre Hxe. 

Jonmal de Math^matiqaea ^Itasentairea (Paris). Ill« StioE. X* Ak- 

Nte (1886): 

Ugnihres : Le th^oriroe de Feuerbach. — Th6ortae d'arithm^tique sur un 
produit de deux facteurs. — - Mosnat : Dtoionstration d'un thiortoe de la gtao^rie 
616meouire. — Niewenglowski : NouveUe dtoionstration d* un thiortaie de la trigo- 
nom^rie plane. — de Longchamps : Essai sur la g^omitrie de la r&gle et de I'^qoerre 
(%\3A\it).^ Bordags: Notice sur Claude Mydorge. ^ IMtf: Note d*analise in- 
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d^ermiode. — Gmliet: Probltoe de Mkczniquc—d^Ocagne: Sur un problteie gra- 
phique.— Lemoine: Divers thtortoies snr les propriMs de la somme d*ua nombre 
et de ce nombre renvers^. — Rty: L'omnifomiule de cubature. — Mam : Du mou- 
vemeDt scientifique en Italie. — Notice ndcrologique sur S. Realis. — VigarU: 
Thior^mes sur les intersections d' un cercle et d' un triangle d' aprte M. H*M. 
Taylor, M. A. — de Longdntrnps : G^niralitis sur la giom^trie du triangle. — 
VigarU: Sur le point de Nagel. — GuUysse: Produit des termes d*une progres- 
sion arithm^tique. — Lemaine : Notes k propos du cercle des neuf points. — VigarU : 
Propriit^ g^n^rales des cercles de T a c k e r. *- Lauvemay : Resolution du systtoe 
de deux in^galit^s du second degr6 k une inconnue. — Boutin: Sur quelques Equa- 
tions trigonom^riques remarquables. 

— XI* Ank£e (1887). NuMEROS 1*8 (janvier-aoAt) : 

PbiUppof : Simplification du calcul algibrique. — BoiUin : Sur la racine cubique 
d*une irradonnelle de la forrae a -f* 1/ h . — de Longcbamps : Essai sur la giomE* 
trie de la r^gle et de T Equerre (seconde partie). -* d'Oeagne : M^hode simple pour 
le tracE des joints dans les voAtes elliptiques. — CataJan : Demonstration d'un tfafto- 
rtae d'arithmetique. — Lucas: Les carr^s magiques de Perm at, restaur^s et pu* 
bUs sur des documents originaux et inidits. — Raffatti : Note de Geom^trie. — 
Baurgard Paul : Note sur les couples. — VigarU : Sur quelques cercles remarqua* 
bles. — Boutin : Exercices divers. 

Journal de Mathteiatiipiaa apteialea (Paris). Ill* S£rie, XI* An- 
NtE(t887). NuMEROS 1*8 (janvier-aoiit). 

Lucas {Ed) : Sur le d^veloppement de la racine carr^e d* un nombre entier en 
fraaion continue. — Amigues : Note sur les surfaces rdglEes. — Poujade : Une pro, 
priete des determinants. — Ddj^ian^uej; Theortoe d*algebre. — Hioux: Sur les foca* 
les d' une surface du second ordre , circonscrite k une quadrique donnte. — Le- 
mcime: Quelques questions relatives k Pitude des points inverses. — ^t^ari^; Geome- 
trie du triangle (etude bibliographique et terminologique).— Aff7^atti; Sur les fonde- 
ments du calcul iniinitesimal. — MMUM^/ou/fK* Sur la resolution trigonometrique del'e* 

quation x' -^px-^^^o.—Bertbon : Note sur Tintegrale dednie -r I xl/^x(a -* jc)dbc. 

^- Rogier : Note sur les points isobariques*— i?«^/ : Note sur la transformation des 
coordonnees dans Pespace. •— Thiry : Trace par points, avec la regie et reqoerre, 
d*une conique dont oa conn«tt deux sommets et un point de la courbe. -^ <f Oca* 
gne: Sur les courbes algebriques de degre qudconque. — Griess : Note d'analyse.--* 
Rai : Note sur 1* hypocycloide i quatre rebroussements.— fia/iYroni : Sur une fonction 
factorieile. — Auhry : Sur la cubique aux pieds des normales issues d' un point i une 
surface du second degre. — Mdttokiil : Probieme de Geometrie descriptive. 

Niaow Arohiaf voor Wiaknnda (Amsterdam) : Dbel Xm (1887). 

Pariodioo di Xatamatioa par Tinaagiiaiiianto aaooadario (Roma). 
-* Anmo I (1886). Fasc. 1*6 : 



\ 
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Bisso: Sul tetraedro a facce eguali. — Faifofer: Dimostrazione di una proposi- 
zione fondanientale della teoria dell'equivaleoza. — Loria : Intoroo ad alcone rdazionifra £- 
stanze.— Dtf TaoUs: Sopra una proposizioae fondamentale della teoria deU'equivaleoza.— 
Badia : Del circolo circoscricto ed inscritto e del circoli ex inscritti in un trt angolo sferko.— 
Gtuiiam: Sulla potenza ad esponente irrazioDale d*uD numero irrazionale. — Besto 
Corollari e generalizzazioQe di un teorema di E u 1 e r o sul quadrxlatero, — Murer 
Osservazioni ed esempi suUa risoluzione dei problemx di Geomecria. — Bctta^' 
Suir impossibiliU di certe divisioni e soil* equivalenza delle equazioni. — Mori' 
eoni : Frazioni decimali periodiche e loro generatrici. — Besso : Suir errore nd 
calcolo del seno d'un angolo coUe tavole, e sopra un noto" teorema di goniometria. — 
Bey$ns : Dimostrazione del teorema (2) proposto a pag. 99. — BiUa^ : SuU'in^pos- 
sibilitii di certe divisioni e sull'equivalenza delle equaziooi (cont. e fine). — iMgU: 
SuUa proiezione stereografica. -- Betta^:(i : I postulati e gli enti geometrid. — GalH: 
Sulla divisibility di alcuni polinomi. 

— Anno II (1887). Fasc. 1-4 (gennajo^gosto) : 

Bitso : Di alcune proprieti^ del triangolo. — Andmm : Alcuni teoremi suU'eqai* 
valenza stabiliti col metodo intuitivo. — Bassam : Due teoremi sull'estrazione di ra- 
dice, — i^i^ofii : Dimostrazione del teorema (3) proposto a pag. 99. — Besso: Di- 
mostrazione elementare di un teorema sul centro di gravitii di un aico di circolo. — 
Moricom : Soluzioni in numeri inter! di equazioni indeterminate di i® giado. — 
Bisso : Sull'insegnamento della trigonometria nelle scuole ^condarie. — Besso : Di 
una serie di punti notevoli nei triangolo. — Pesei : Trasversali nel triangolo. — GuiUwsi : 
Teorema proposto.*— Afur^r : Sulla ricerca delle radici commensurabili d'un*eqnaziooe 
algebrica.— GmUco : Lemmi per la misura della circonfiaenza e ddl'area del circolo.— 
BitUt^jC^: Sul concetto di nuroero. — Giamd : II teorema di Fermat e alcune scm- 
plid sue conseguenze. 

Sooietli dai natnrttlisti di Odasaa (Meuohie dbixa sezioke matematica 

OILLA).— TOMO VI (1886). 

Sooi4i6 llaUitamtiqaa do Franoe (Bulletin de la). Paris. (Fid$fa§. 91}. 

Toms XIV (1886). Nuiieros 4, $ (dernier) : 

di PrtsU i Au sujet de la d6composition d'une foime quadiatique en nne somine 
de c«rr6s de formes lin^aires et ind^ndantes. *~ N$u : Houvelle construction de 
la courbe d* ombre propre d* une surface de r&volmion et de la tangente en on 
point qudconque de cetie courbe. — Lomouu : Quelques qoestioiis se rapportant iVt' 
tude des antiparalltfes des cMs d' un triangle. -» do Preski Sur le dfevdoppcment 
dts foQCttons eOiptiques en sines trigonomMques. — Fourei : Sur une ginMisa- 
tion du thiortee de Ko en ig, concemant la force vive d'un systtae mat&rieL<- 
Jmni : Sur un mode de transformation des determinants. « Dervyts : Sur ia valeur 
du resie des focmules d' approximadon pour le caicul des int&graies difinies. — dr 
Pmk : MultiplicattOQ de deux dtemtnanis de mftme degr^ 

Tom XV (1887). NpMBiios t, 2» ), 4i $ : 
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Callandreau : Sur le d^veloppement des fonctions en series par la forraule de 
M a c 1 a u r i n , dans le cjs d* une variable reelle. — Demartres : Sur la courbure 
totale des sur£ices. — Jamet : Sur le rapport anharmonique d'une courbe du troi- 
sitoe ordre. — Laisanli Des rayons de courbure dans les transformations isogonales. 
— LatsMt: Demonstration nouvelle du th^or^me fondamental de la th^orie des 
Equations. — New. Syst^me articul<^ pour tracer la courbe sym^rique par rap- 
port ^ an axe d' une courbe donnde. — Perrin : Sur le systtae de quatre for- 
mes binaires simultanies (deux lin^aires et deux quadratlqucs). — Pellet : M^moi- 
re sur la th^orie alg^brique des Equations. — Lais2nt\ Sur les transformations pla- 
nes noQ isogonales. — Goursat : Note sur quelques integrates pseudo-elliptiques. — 
Anglin : Theor^mes sur les determinants. — Demartres : Sur un point de la theorie 
des surfaces. ~ d* Ocagiie : Sur une nouvelle source d' identites. — d'Ocagne : Inte- 
gration d*une suite recurrcnte qui se presente dans une question de probabilite. — 
CdUgmm : Une raethode graphique de quadrature. — Fouret : Remarque sur cer- 
tains determinants numeriques. — Picard : Sur les fonctions hyperfuchsiennes prove- 
nant des series hypergeometriques de deux variables. — Picard : Remarque sur les 
groupes lineaires d'ordre fmi d trois variables. — d'Ocagne: Sur une notation utile 
en Algebre et en Analise. — Carvallo : Exposition d'une methode de M. Caspary 
poor retude des courbes gauches. 



Soci6t6 PhilomaUqae de Paris (Bull£tim de la), [f^edi pag. 92]. Vlir 
S^RXE, Tomb X (1885-86) : Numeros 3, 4. — Tome XI (1886-87) : Numeros i, 2, 3. 



Sooi6t6 Royale des sciences de Li^ge (MLmoires de la). IP S£rie, To< 
ME Xm (1886) : 

CataJan: Meiacges mathematiques (Tome deuxieme). 



A yyiSO. — Z' Slenco delle pubblioazioni non periodiche, mandate da- 
gU Auhri alia Biblioieca del Circob da setiembre 1886 a tuito agosio j88j, 
essendo trofpo esieso, I rimaniaio al prossimo fascicolo. 

PakrmOf i^ settmbre 1887. 
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Seduta del 27 giugno 1886 156 

Seduu del 14 novcnibre 1886 379 

Seduta del 21 novcmbre 1886 381 

Seduta del 5 dicembre 1886 .. 381 

Seduta del 19 dicembre 1886 382 

Seduta del 2 gennajo 1887 382 

Seduta del 16 gennajo 1887 * 383 

Seduta del 30 gennajo 1887 383 

Seduu del 13 febbrajo 1887 383 

Seduta del 27 febbrajo 1887 384 

Seduta del 13 marzo 1887 38$ 

Seduta del 27 marzo 1887 . • .^ 385 

SedaU del 10 aprile 1887 385 

Seduta del 24 aprile 1887 .386 

Seduta dell' 8 maggio 1887 387 

Seduta del 22 maggio 1887 388 

Seduu del 5 giugno 1887 388 

Seduu del 19 giugno 1887 389 

Seduta del 27 luglio 1887 390 

MEMORIE E COMUNICAZIONI (*) 

Albeggiani^ M. L. (Palermo). 

* Sopra le parentesi di P o i s s n 6-7,9-11,12-13,27 

Sopra un teorema di Hermite S9~^5 

General izzazione di due teoremi riguardanti le parentesi d'ordine n . 314-326 
Intorno ad alcune formole nella teorica delle fun^ioni ellittiche . • 350-378 

* Rivista bibliografica • • . . 28 

Galdarera^ F. (Palermo). 

* Sulla teoria dei centri armonici i>2-3 

** Suir espressione dell' area d' un triangolo in coordinate trilineari dei 
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